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Prefacio 


Panorama 


Cambios respecto a la 
primera edicion 


Estructura del libro 





El libro aspira a proporcionar la base conceptual de los principios de 
la ingenieria de control, suponiendo una destreza basiea en algebra y 
calculo. Se ha visto que, en particular, es adecuado para estudiantes 
de escuelas tecnologicas y de ingenieria como una introduction al 
analisis dc sistcmas dc control. 

El texto ticnc por objetivo desanollar los principios basicus de la 
Ingenieria de control y la capacidad del lector para solucionar pro- 
blemas y hacer frente a trabajos de ingenieria de control. Sc ha 
procurado una aproximacion a las matematicas de la ingenieria de 
control de manera “comprcnsiva” para el lector que pudiera no eon- 
siderar las matematicas como su terna favorito. Sin embargo, no se 
ha sacrificado el rigorismo matematico. Cada capitulo incluye ejem- 
plos resueltos y problemas, proporcionanrio la snlucidn de lodos. 


Se han incluido capitulos sobre equipo para sistemas de control, 
control deprocesosdiscretosy control digital; el capimlo delatrans- 
formada 2 se reescribio. El objetivo de estos cambios es proporcio- 
nar un contenido mas practico y fortalecer la parte del texto dedicada 
a pro cc sos discretos y control digital. Ahora se incluye un detail ado 
apendice sobre el use dc MATLAB. 


Ex is ten varias rutas que se pueden seguir a t raves del libro. El si 
guiente mapa indica la estructura global del texto. 
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Prefacio xiii 


Objetivos El libro tiene el proposito de ayudar al lector a: 

1 Cornprender lus conceptus basicus de los sistemas de control cn 
lazo abierto y en lazo cerrado (capituio 1). 

2 Desarrollar modelos para sistemas mecanicos, electricos, flui- 
dicos y termieos (capltulo 2). 

3 Usar modelos para aproximarse al analisis de sistemas dc prime- 
ro y segundo orden (capltulo 2). 

4 Determinar las respuestas de sistemas a diferentes entradas mc- 
diante la obtencidn y sohicidn de ecuaciones diferenciales de 
primero y segundo orden (capituio 3). 

5 Determinar la respuesta de sistemas a entradas escalon, impulso 
y rampa usando la transformada de Laplace (capitulos 4 y 5). 

6 ConstiLiir modelos de sistemas con diagramas de bloques (capi¬ 
tuio 6). 

7 Determinar los errores en estado estable para sistemas (capituio 

7). 

8 Usar metodos dc polos y ccros para analizar el comportamicnto 
de sistemas y la estabilidad (capitulos 8 y 9). 

9 Cornprender las funciones que se pueden usar para controlado- 
res (capituio 10). 

10 Determinar la respuesta en frccucncia dc sistemas, mcluyendo 
los diagramas de Bode y de Nyquist (capituio 11). 

11 Identificar los elementos del cquipo que por lo comun sc usan en 
sistemas de control para medicion y correccion (capltulo 12). 

12 Describir el control dc proccsos discrctos mediante listas de ins- 
trucciones, diagram a de tiempos del proceso, diagramas de es- 
calera, diagramas de flujo y diagrams de funciones secueneiales 
(capituio 13). 

13 Desarrollar sistemas de control secuencial mediante cilindros 
neumaticos (capituio 13). 

14 Describir los elementos de controladorcs logicos programables 

, y desarrollar programas para eilos (capituio 13). 

15 Describir el control digital directo en terminos de diagramas de 
bloques y cxplicar las funciones dc control cn cascada, control 
inferential, control prealimentado y control adaptable (capituio 
14). 

16 Describir el procesam lento de sen ales en tiempo discrete me¬ 
diante ecuaciones en diferencias, usar la transformada zpara de¬ 
terminar la respuesta de sistemas de datos muestreados o digita¬ 
les a diferentes entradas, claborar algoritmos digitalcs para lcycs 
de control analogicas y determinar la estabilidad (capituio 15). 


W. Bolton 



1 Sistemas de control 



Introduccion 


Oue es un “sistema”. y en particular un “sistema de control . St 
mede pensarcn un sistema como una caja negra que ticne una entra- 
ta y una salida. Se considera una caja negra debldo a que en i cahdad 
10 cs importantc quc licnc dentro, sino la relation entrc la sajtda y U 
nrtr tda Este sistema es de control si la salida se controla de modu 
picpucdaadoptarun valorocambioenpart.culardealgunaunanera 
Lfinida Asi. para controlar la temperatura en un recinto a u,* valo 
=speciiico, se disena un sistema de control dc calefaccion central, 
iSm que una tnaquina herra.menta se puede controlar para 

una tvavcctoria dada. En este libro se estudian los s.ste.nas do 
control y este primer capitulo se pucdc considerar como un panora¬ 
ma superficial de las formas basicas que pucdcn tener los ststemas 
de control, esto cs, como una antesala para los modclos mas rcal.stas 






Sistemas 


Entrada, | 

Estacion de 

Salida, 

combustible 

generacion 
de energia 

—’ * 

| electricidad 


a) 


Entrada, 


potcncia 

electrica 


Motor 

electrica 


Salida. 

—>- 

movimiento 

mecanico 


b) 

Figura 1.1 Sistemas; a) una 
estacion de generation de energia, 
b) un motor electrico 


1 tcrmino sistema sc cmplea para describtr un conjunto dc compo- 

entesquc interactuan, alrededor de los cuales se d.buja una frontera 

masinaria de modo que solo es de interes la £ 

d : 0 entradas y su salida o saltdas, sin neccsidad de estudiar en de 
aUo las interacciones entrc los componentes que lo fomian. Asi c 
isnecto importantc en un sistema es la relation entre las entradas y 
assalidas Un sistema puede ser una estacion de generacion de ener- 
.fa'ompW. »'« »» motor ritonco. So m,porta *.» 

-ompleio sea un conjunto de componentes y sus interacciones de 
fro del ii sterna; sc puede considerar que todos estan dent™ ^um 
caia nesira y solo tener en cuenta las entradas y saltdas a dicba caja. 
La figura 1 1 muestra como es posiblc representar un s ' stcl ™ ,n 
dhme una caja con las entradas y las salidas al sistema mdicadas por 
lineas con flcchas, en las que la direcoion de la flechaj hace jerenen 
va sea a una entrada o a una salida. La figura Liu >lustra cl sistema 
de la estacion de eeneracion de energia con su entrada dc combust t- 
Sle v su salida de dectricidad, la figura 1.1b ilustra un motor electn- 
co con su entrada de potcncia electrica y su salida movimiento meca- 
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i ce control 


La vcntaja de estudiar I os si stem as de esta man era es quc aunque 
existe una amplia variedad de sistemas posiblcs, la rclacion cntrc la 
salida y la entrada de muchos si stem as tiendc a scr similar. A si, por 
ejemplo, la respuesta de un sistema eleetrico formado por un capaci¬ 
tor en serie con un resistor y laaplicacion siihita deun voltaje tiene el 
mismo tipo de relacion que la respuesta de un contencdor de liquido 
al cual se 1e apljca subitamente una entrada de calor (figura 1.2). De 
cstc modo, ai estudiar un modclo dc sistema con cstc tipo dc rclacion 
entre la entrada y la salida cs posible determinar como responderan 
muchas fonnas diferentes de sistemas con la misma relacion sali- 
da-entrada. 

Hn algunas situaciones es conveniente particionar el sistema cn 
subsistemas enlazados en serie. Asi, por ejemplo, sc puede tener un 
sistema de medicion de temperatura que consiste en un term6metro 
resist!vo eoneclado a un puenle de Wheatstone y la salida presentada 




bnirada, 

calor 


Salida, 

temperatura 


Entrada, 

-►— 

ealer 


Sistema 

ae 

calefacc^on 


Salida, 

—►- 

temperatura 


Figura 1.2 Sistemas similares: 
a) sistema RC. b) sistema de 
calefaccion 


Temperatura 





Mndelns 3 


Entrada, 

.... ... p. _ 

Sistema de 

rnedicion de 

temperatura 

Salida, 

temperatura 

lectura sohra 



una escala 


a) 



b) 


Figura 1.3 a) Sistema de rnedicion 
de temperatura y b) sus subsistemas 


Entrada, 

- ► - 

temperatura 

requerida 


Sistema de 
calefaccion 
central 


Salida, 

- p - 

temperatura 


Figura 1.4 Sistema de calefaccion 
central 


en un medidor. El sistema completo sc puede representar (figura 
1.3u) s como una entrada de temperatura y una salida de una lectura 
en una escala, o se puede representar (figura 1.36) como formado 
por un subsistema de termometro resistivo, conectado a un subsiste¬ 
ma puente y conectado a un subsistema de rnedicion. 

Un sistema de control es aquel en cl que la salida del sistema se 
controla para tener un valor especifico o cambiarlo, segun lo deter- 
rnina la entrada al sistema. De este modo, un sistema de control de 
temperatura, por ejemplo, un sistema de calefaccion central en una 
casa (figura 1.4), puede tener cn su entrada un termostato o panel de 
control en el que se fija la temperatura requerida y su salida es la 
temperatura real producida. Esta temperatura se ajusta mediante el 
sistema de control, de modo que se obtenga el valor fijado por la en¬ 
trada al sistema. 


Modelos Un modelo de un barco es una version a escala de un barco de tama¬ 

no real; asimismo, el modelo dc un aeroplano es una version a escala 
de un aeroplano de tamano real. Los modelos conservan el mismo 
tipo de relaciones entre las longitudes de ias diferentes partes que los 
objetos o sistemas de tamano real. Un mapa es un modelo de un pais, 
las distances y ubicaciones de las ciudades en el mapa tienen justo 
las mismas proporciones que el pais real. Un modelo es solo un me¬ 
dio para transferir alguna relacion de su version real a otra version. 
Para llevar a cabo la transferencia solo se consideran las relaciones 
de interes. A si, el mapa sc usa nada mas para transferir relaciones 
que involucran distancias y, por lo tan to, ubicaciones; no se transfie- 
ren los olores u ruidos del pais. 

Al dibujarunacajacon lineas y flechas para las entradas y salidas 
se dibuja un modelo para el sistema. Las relaciones que se transfie- 
ren del sistema real al dibujo son las relaciones entrada-salida. Dc 
ningun modo sc sugicrc que el dibujo formado por una caja con li¬ 
ne as con flcchas se vea como ei sistema cn la realidad. 

Se puede emp] ear para realizar modelos de casas, autos, gnias, et¬ 
cetera, el juego de bloques funcionales de construccion de un nino. 
Es posiblc construir algunos modelos a partir dc un juego (kit) basi- 
co. De igual manera se puede emplear un kit basico para construir 
modelos de sistemas, Los bloques funcionales son subsistemas o 
elementos de sistemas con caractcnsticas enirada-salida particula- 
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res. Asp pur ejemplo, es posiblc rcpresentar muchos sistetnas clcc- 
trbnicos quc licnen un amplificador como subsisterna, el dial es nn 
dispositive que toma a Ja entrada una serial y produce a la sal Ida una 
version mas grande de la misma serial. Asimismo, con los sistemas 
de control cxistc un buen numcro dc bloques funcionales basicos 
usados para fonnar sistemas, cada bloque cumplc con una funcion 
particular. Este capitulo es solo un panorama de las relaciones basi- 
cas entrada-salida dc los sistemas de control y el papcl dc cada uno 
de los bloques funcionales. 


Sistemas de control en lazo 
abierto y cerrado 


Entrada, 

J Calefactor 

Salida, 

r 

senal de 
to mp era turn 
requerida 

; clcctrico 

-► 

temperatura 



Figura 1,5 Ejemplo de un sistema 
de control en lazo abierto 


Existen dos formas basicas de sistemas de control, una es la denomi- 
nada en lazo abierto y la otra en lazo cerrado. Con un si sterna cn 
lazo abierto la entrada sc edge con base en la experiericia que se tie- 
ne con dichos sistemas para producir el valor de salida requerido. 
F.sta salida, sin embargo, no se ve modificada por el cambio en las 
condi ci ones de operacion extern as. A si, por ejemplo. un calcfactor 
electrico (figura 1.5) puedc tencr un selector quc permite elegir una 
disipacion en el elemento calefactor dc 1 kW o 2 kW. De este mode, 
la entrada al sistema esta determinada por la posicion del selector ya 
sea en 1 kW o 2 kW. I.a temperatura producida en la habitacion acon- 
dicionada por cl calcfactor esta determinada unicamente por el hc- 
cho dc quc sc haya elegido la disipacion de 1 kW en el selector y no 
2 kW. Si sc presentan cambios cn las condicioncs dc operacion, qui- 
za alguien que abre una ventana, la temperatura cambiara debido a 
que no hay modo de quc el calor dc salida se ajuste para compensar 
diclia condicion. Este es un ejemplo de un sistema dc control cn lazo 
abierto en el que no existe informacion quc se alimente dc regreso 
(realimentacion) al elemento calcfactor para ujustarlo y mantener 
una temperatura constante. Los sistemas de control que operan me- 
diame mecanismos de lemporizacion pieestableeidos soil sistemas 
en lazo abierto. 

Con un sistema dc control cn lazo cerrado se tienc una sehal de 
realimentacion hacia la entrada desde la salida, la cual se utiliza para 
modificar la entrada de modo que la salida se mantenga constante a 
pesar dc los cambios cn las condicioncs dc operacion (vease la figura 
1.6). El sistema de calefaceion con el calcfactor electrico se puede 
transformar en un sistema en lazo cerrado si alguien con un termo- 
metro monitorea la temperatura en la habitacion y enciende o apaga 
los elementos calcfactores dc 1 kW o 2 kW para mantener la Icmpc- 
ratura de la habitacion constante. En esta situacion existe la reali¬ 
mentacion dc una senal a la entrada ref'crente a la temperatura, con lo 
que la entrada al sistema se ajusta segiin si su salida es la temperatura 
requenda. Ash la entrada al calcfactor depende dc la desviacion dc la 
temperatura real con la temperatura requenda. 

Para ilustrar las diferencias adicionales entre los sistemas en lazo 
abierto y cn lazo cerrado, considere un motor. Con un sistema en 
la/.o abierto, la velocidad angular en el eje del motor se podria deier- 
minar solo por la posicion inicial de la peri 11a de sclcccidn dc vcloci- 
dad. que afecta al voltaje aplicado al motor. Aqui no se compensate 
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Figural.6 Ejemplo de un sistema 
de control en lazo cerrado 


Cumparadon entre 
las temppraturas real 
y requerida 


Entrada que deper.de de la 
diferencia entre las 
temperatures real y requerida 



relacionada con la 
temperatura real 


los cambios on cl vollaje de alimentation, ni en las caracteristicas 
del motor debidas a variaciones en la temperatura o los cambios de 
velocidad en cl eje debidos a variation de carga mecanica, ya que no 
existe lazo de realimentacion. Por otro lado, en un sistema en lazo 
cerrado la position inicial de la pcnlla dc control ticnc una velocidad 
espedfica del eje v csta se mantiene mediantc realimentacion, ape- 
sar de los cambios en el voltaje de alimentation, las caracteristicas 
de motor o de la carga. F.n un sistema de control en lazo abierto la sa¬ 
lt da del sistema no tiene e fee to sobre la serial de entrada. En un siste¬ 
ma de control en lazo cerrado la salida si tiene un cfccto sobre la se¬ 
rial de entrada, y la modifica para mantener una serial de salida en el 
valor requerido. 

Los sistemas en lazo abierto tienen la ventaja de ser bastante sen- 
cillos y en consccucncia de bajo coslo. y eon bitena confiabilidad. 
Siir embargo, con frecuencia son inexactos, porque no hay correc- 
eion de errores. Los sistemas en lazo cerrado tienen la ventaja dc scr 
capaccs dc igualar los valorcs reales a los requeridos. No obstante, si 
existen rctrasos en el sistema pueden surgir prublemas. Diehos re- 
trasos propician que la action correctiva requerida llegue demasindo 
tarde, y como consecnencia, se obticnen oseilaciones en la entrada e 
mestabilidad (como sc vera mas adelante). Los sistemas en lazo ce- 
rrado son mas complicados que aquellos en lazo abierto y mas costo- 
sos con una gran posibilldad dc dcscompostura debidas a la gran 
cantidad de componcntes. Mas adelante en el capilulo, se estudlan 
las ventajas de los sistemas en lazo cerrado re spec to a la minim iza- 
cion de los cfcctos de cambios en las relaciones entrada-salida de los 
clementos del sistema como resultado dc los cambios en cl medio y 
los cfcctos de las perturbaciones sobre cl sistema. 


Ejemplo 1 

Idcnlilique las enlradas y salidas globales y sugiera el tipo de siste¬ 
ma de control que se puede utilizar con a) tin tostador de pan auto- 
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matico, b) una lavadora de ropa automatics, c) un sistema de calefac- 

cion central domestico. 

Respites t a 

a) Con cl tostador la entrada es el pan y las instrucciones del grado 
de tostado requerido. la salida cs el nivel de tostado del pan. El 
grado de tostado requerido se delennina mediante el ajuste de la 
escaladel tostador y nose altera por la condicion del pan. Enton- 
ces, el tostador reaccionara de la misma manera ante una pieza 
de pan fresco (sin tostar) o si la pieza de pan que se introduce ya 
esta tostada, sin embargo, la salida sera diferente: una pieza de 
pan fresco bien tostado o una como carbon. El tostador no reac¬ 
tions al cambio en la condicion del pan. El sistema es en lazo 
abierto. 

b) La entrada es ropa sucia y la position de la perilla de control, asi 
como la position de los interruptores para el tipo de material y 
forma de lavado requerido, la salida cs ropa limpia. La lavadora 
de ropa automatic a es un sistema en lazo abierto puesto que lle- 
vara acabo el mismo ciclo de procedimientos dc lavado a pesar 
de que se introduzca ropa sucia o limpia, 

c) La entrada es la temperatura requerida y la salida cs la tempera- 
tura real. El sistema de calefaccion central domestico es un siste¬ 
ma en lazo cerrado puesto que se utiliza un termostato para asc- 
gurar que la entrada se ajuste a los cambios en las condiciones de 
operation y asi mantenga una temperatura constante. 


Elementos basicos de un Se puede considcrar que un sistema en lazo abierto consiste en algu- 

sistema en lazo abierto nos subsistemas basicos arreglados como se muestra en la figura 1.7. 

Estos elementos pueden ser distintos, equipos separados, pero todas 
las funciones que cumple cada subsistema se deben preservar. La 
entrada global al sistema es una serial, que, basada cn cxperiencias 
anteriores, es probable que conduzca a la salida requerida. Los sub¬ 
sistemas son: 

1 Elemento de control Este elemento determina que accion se va 
a tomar dada una entrada al sistema de control. 

2 Elemento de correccfon. Este elemento responde a la entrada 
que viene del elemento de control e inicia la accidn para produ¬ 
ct el cambio en la variable controlada al valor requerido. 

3 Proceso. El proceso o planta es el sistema en el que se va a con- 
trolar la variable. 


Controlador 


salida requerida 


Enirada, 

Elemento de 


Elemento de 1 


Proceso 

Salida, 

_ ^ 

-►* 

senal que se 

control 


onrrecdon 
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Eiemento de 



Figura 1.8 Sistema de control en 
lazo abierto de la temperatura de la 
habitation 


Los primeros dos subsistemas a menudo se unen para formar un eie¬ 
mento denominado controlador . 

Un cjcmplo dc un sistema cn lazo abierto es un calcfactor electri- 
co utilizado para ealentar una habitacion (figura 1.8). Con dicho sis¬ 
tema se tiene: 

Variable controlada - temperatura de la habitacion 

Eiemento de control - una persona que tom a las deci- 

siones basadas en la experien- 
cia de las teinperaturas produ- 
cidas mediantc la conmutacion 
del eiemento calefactor 

Eiemento de correceion - el interruptor y cl eiemento ca¬ 
lefactor 


Proceso 


la habitacion 


Muchos sistemas de control en lazo abierto uhlizan un eiemento 
de control que envla una serial para iniciar la accion despucs de al- 
gun periodo o una secuencia de sehales para iniciar una secuencia de 
acciones en tiempos diferentes. En tales sistemas el controlador es 
en csencia un dispositivo de conmutacion operado por un reloj. Un 
ejemplo de un sistema de control de este tipo cs cl ciclo basico de 
operation de la lavadora de ropa domesdea (figura 1.9). La secuen¬ 
cia podria ser: 

1 Establecer los control es para el tipo de ropa que se va a lavar. 

2 Encender e iniciar el reloj. 

3 Llenar con agua fria, la valvula que permitc la entrada de agua 
esta abierta un tiempo espedfico. 

4 Calentar agua, el calentador se enciende un tiempo espedfico. 

5 Lavar, el tambor de la lavadora de ropa gira un tiempo e spec ill- 
co. 

6 Vaciar agua, la valvula sc abre un tiempo espedfico. 

7 Llenar con agua fria, la valvula que permite la entrada de agua 
se abre un tiempo espedfico. 

8 Enjuagado, el tambor de la lavadora de ropa gira un tiempo es¬ 
pedfico. 

9 Vaciar agua, la valvula se abre un tiempo espedfico. 

10 Exprimido, la valvula se abre un tiempo espedfico, 

11 Paro, despues de que ha transcunido cicrto tiempo. 

Ademas del sistema de control en lazo abierto descrito, es probable 
que la lavadora de ropa tenga algunos otros sistemas de control de 
seguridad, por ejemplo, sistemas de nivel de agua y temperatura que 
pueden apagar cl sistema si cl nivel dc agua o temperatura sube de- 
masiadu. 


Ejemplo 2 

Tdcntifiquc los subsistemas cn un sistema en lazo abierto de un mo¬ 
tor de ve loci dad controlada. 



S fiistfimas de control 


Elementos de 
correct; ion 



Temperatura 
del agua 


Girado de! 

tambor 


Nivel de 
agua 


Nivei de 
ague 


Figural.9 Lavadora de ropa 
domestica 

Respites/a 

velocidad del motor 

una persona que toma las deci- 
siones busadas an la experien- 
cia de las velncidades produei- 
das ai enccnder cl motor 

el interruptor 
el motor 


Variable controlada 
Elcmcnto de control 


F. 1 e m en to d e c orr e c c i on - 
Proceso - 


ElementOS basicos de un Se puedc considerar que un sistema en lazo cerrado consiste en algu- 

sistema en lazo cerrado nos subsistemas basicos ordenados como muestra la figura L10. 

Estos elementos pueden no ser partes distintas o cquipos separados. 
pero todas las funcioncs dc los subsistemas cstaran presentes. La cn- 
trada global al si sterna dc control es el valor requerido dc la variable, 
y la salida es el valor real dc la variable. 

1 Elen lento de canummcion. Estc demon to compara el valor re- 
querido o dc referenda de iu variable por comrolar con cl valor 
medido dc lo que sc ohtiene a fa salida, y produce una scnal de 
error la cud Indies la dderencia del valor obtenido a la salida y 
cl valor requendo 

Scnal de error = senal del valor de rdcrcncja 
-■ senal de! valor medido 

2 Elrmenin dv control. Fste clem emu decide que accion romar 
euavido so ;ec:ibe una senal de error. A menudo se utiliza el ter- 
inino comrodider para un domento que incorpora d dernente 
dc control y ia umdad de cmne-ccion. 
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Controlador 

Elemento de 



Figura 1,10 Subsistemas en un 

si stem a de control en lazo cerrado 3 Element o de correction. Este elemento se utiliza para producir 

un cambiu en el proeeso al eliminar el error, y eon frecuencia se 
denomina actuador. 

4 Elemento praceso. El proceso, o planta, es el sistcma dondc sc 
va a controlar la variable. 

5 Elemento de medlcion . Este elemento produce una serial relacio 
nada con la condi cion de la variable control a da, y propore iona U 
serial de realimentacion al elemento dc comparacion para deter 
minar si bay o no error. 

Una caracteristica necesaria de un sistcma de control en lazo cc 
rrado es el lazo de realimentacion . Este es cl medio a traces del cua 
una serial relacionada con la variable real obtenida sc realimeat 
para comparaise con la senal dc referenda. Se dice que se tiene rea 
l i mentation negativa cuando la senal real i men tad a se suslrac del vr 
lor de referenda, csto es, 

Senal dc error = valor de referenda - serial de realimentacio 

La realimentacion negativa es necesaria para que logre el control I 
reali/nentacion positiva se presenta cuando la senal realimeiltada : 
adiciona al valor de referenda, csto cs, 

Serial de error = valor de referenda -e senal de realimcntaeic 

En la figura 1.10 la senal dc realimentacion se combina con cl val 
de referencia en el elemento dc comparacion, El elemento de eomf 
radon se indica mediante un ci'rculo con una cruz, este cs el simbr 
gcnerico para indicar un elemento de sum a. Cuando en el elemcr 
de comparacion hay realimentacion negativa. cl valor de referen- 
se marea como una serial positiva y la senal de realimentacion coi 
negativa dc modo que la salida del elemento dc comparacion es la 
leicncia entre las senales, Si hubicra realimentacion positiva er 
elemento de sum a, entonces a tubas senales dchen marc arse co 
positivas. 

Para ilustrar csta prcsentacion de los elementos de un sistemr 
control considere el sistcma de control cstudiado al prineipio co 
figura 1.6. dondc se controlo la temperatura de una habitaciun : 
diante una persona que enccndia y apagaba el elemento calefaclo 
aenerdo a si la temperatura de la habitation da da por un termom 
tenia o no el \ ajor requendo (figura 1.11). Eos elementos de este 
tern a de control son: 
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Figural.11 Sistema dc controi cn 
lazo ccrrado para !a temperatura de 
una habitacion 


Variable controlada 
Valor dc referenda 

Elemento de comparacion 

Serial de error 

Elemento de control 
Elemento de correction 


- temperatura de la habitacion 

- temperatura requerida en la 
habitacion 

- persona que compara el va¬ 
lor inedido y la temperatura 
requerida 

- diferencia entre la tempera¬ 
tura requerida y la medida 

- la persona 

- ntano que opera cl encendi- 
do del elemento calefactor 


Proceso - habitacion 

Dispositivo de medicion - termometro 

Realimentacion - negaliva 


Elemento de comparacion 


Iniormacldn acerca 
del valor de 
temperatura 
requerida 



Informacion acerca de la temperatura real 


Termometro, 
sistema de 
mediciPn 


Ejemplo 3 

El tostador domcstico es un sistema en lazo abierto (ejemplo 1), su- 
giera los medios que permiten hacerlo un sistema dc control cn lazo 
ccrrado. 

Respues ta 

Para que el tostador sea un sistema en lazo ccrrado debe haber una 
serial dc realimentacion que indique el gradu del to no dorado del 
pan. Las posibilidades son: una persona que mira el pan o quizas una 
fotocclda que responda al grado de dorado. La salida de cualesqmera 
de estos "‘sistemas de medicion” seria una senal obtenida de la serial 
de referenda utilizada para especificar el grado del tono dorado rc- 
querido. Sc puede utilizar csta serial para activar un rdevador que 
eneienda o apague el elemento de loslado o un potenciomctro que 
varie el voltaje aplicado al elemento detnstado. 1 .a figura 1.12 mucs- 
tra una forma de dicho sistema de control. 




Ejcimplos do sistcmas dc control en lazo cerrsco 11 


Serial de error reiacionada con la diferencia 
entre e! tono dorado roquerldo y el real 



Ejemplos de sistemas de 
control en lazo cerrado 


La fig ura 1.13 muestra un ejemplo de un si stem a de control scncillo 
utilizado para man toner con slante el nivel do agua on un tanque. El 
valor de referencia es la posicion inicial en el brazo (del flotador), de 
modo que cierra el suministro de agua en el nivel requerido. Cuando 
el agua sale del tanque, el flotador baja con el nivel de agua. Esto 
propicia que el brazo del flotador sc mueva y permita que cl agua cn- 
tre al tanque. Este flujo continua hasta que el flotador sube a una al- 
tura taf Quo haya movido el brazo del flotador y cerrado el suminis¬ 
tro de agua. Este es un si stoma dc control cn lazo cerrado y sus 
element os son: 


Variable controlada 

Valor de referencia - 

Elemento de comparacion - 

Serial de error - 

Elemento dc control - 

Elemento de correccion 

Proceso - 

Dispositivo dc medicion - 

Realimentacibn - 


nivel de agua en el tanque 
posicion inicial en el brazo 
del flotador 

brazo del flotador 
diferencia entre la posicion 
real del brazo y su posicion 
inicial 

brazo pivoteado 

aleta de apertura o cierre del 

suministro dc agua 

agua cn cl tanque 

el flotador y el brazo que lo 

sostiene 

negativa 


Brazo del flotador 



Figura 1.13 Control automatico del 
nivel de agua en un tanque 
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Amplifies !a diferencia entre 
PotenciorntiLru para fijar Icjs valores de referenda y 

el valnrrie referenda de realimentacion 



Figura 1.14 Control automatics de 
la velocidad de un eje 


La figura 1.14 mucstra un sistema de control automaticu senoillo 
para la velocidad angular de un eje. Sc utiliza un potenciometro para 
fijar el valor de referenda, es dedr, que vohaje se aplica al amplify 
cad or diferencin.1 como valor de referencia para la velocidad angular 
requerida. HI amplificador diferencial se usa tanto para comparar 
como para amplificar la diferencia entre los valores de referencia y 
realimentacion, csto es, amplifica la senal de error. Despues, la serial 
dc error amplifieada se aplica al motor que, a su vez, ajusta la veloci- 
dad del eje giratorio. La velocidad angular del eje se midc eon un ta¬ 
co gene rad or, eonectado al eje por medio dc un par de engranes coni- 
cos. La senal que viene del tacogencrador se realimenta al 
ampliflcador diferencial. De este modo, cl sistema esta formado por 


Variable controlada 
Valor de referencia 

Llemento de comparacion 
Senal de error 

Elemento de control 
Elemonto de eorreccion 
Proceso 

Dispositive de medicion 
Realimentacion 


- velocidad angular del eje 

- voltaje espeeificado para la 
velocidad requerida 

- amplificador diferencial 

- diferencia entre el voltaje 
del valor de referencia y el 
voltaje de realimentacion 

- ampliflcador 

- motor 

- eje giratorio 

- tacogencrador 

- negativa 


En la vida diaria existen muchos sistemas de control senciJlos. Ei 
acto de mtentar ievantar una tasa de cafe de ia mesa requiem un sis¬ 
tema de control con realimentacion. La man a cine lev ant a !a tasa se 
debe mover al In gar correct o, sort can do los obstaculos en el caminu. 
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Movimierrtos de brazo y mufieca 
uiilizodos para carrcgir la ubicacion 
do la mano 

Figural.15 Movimiento para 
levantar una tasa da cafe 


y debc quedar en la position adeeuada para que I os riedos puedan 
asir la oreja de la tasa justo en la forma apropiada v ievantarla. Para 
controlar la mano se lie van a cabo dos tarcas de realimcntacion: vi¬ 
sion y tacto (flgura 1.15). A si. para el si stem a de control utilizado al 
mover la mano al In gar a donde se localiza la tasa, sc liene: 


Variable eontrolada 

Valor de rcfcrcncia 
Klemento de comparacion 
Serial de error 

Elemento do control 
Unidad de correction 
Proeeso 


ubicacion dc la mano en re¬ 
lation a la tasa 

ubicacion de la tasa 
la persona 

difcrcncia entre las ubica- 
ciones real y requcridu de la 
mano 

la persona 

el brazo y la muneea 
dinamica de la mano 


Dispositive de medicion 


observacion visual 


Realimcntacion 


negativa 


En muchos sistemas de control se tiene solo una variable que contro¬ 
lar, por ejemplo, el nivel de agua en un tan que, la ve loci dad angular 
de un eje o la ubicacion de la mano. Sin embargo, existen algunos 
sistemas de control en los que debe control arse mas de una variable, 
Un ejemplo es el acto de levantar una tasa de cafe, puesto que no solo 
se debe controlar la ubicacion dc la mano si no tambien la pres ion 
ejercida por lus dedus ai momento de asir la oreja de la tasa. Aqui, sc 
tienen dos iazos dc realimcntacion, nno conccrnicnte con la ubica¬ 
cion, el cual utiliza la vision como medio de medicion, y el otro rela¬ 
tive a la presion, que emplca el tacto como medio de medicion (figu- 
ra 1.16). Esto sc puede considerar como una forma basiea dc un 


Figural.16 Levantar una tasa de 
cafe 



Correnrinn 


Unidad ds 
control, 

; : a persona 


Brazo y 
n:unyud 


Obsarvnmnn 

visual 
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Kistemas de control 


Correccion 



brazo robot ico con una pinza de sujecion discnado para lev an tar ob- 
jctos cn una linea de produce ion. 

Otro ejetnplo dc mi sisteina de control con dos variables por con- 
trolar cs manejar un automovil, cstas son, la direccion y la velocidad 
del automovil (figura 1.17). 


Variable controlada 

- direccion del automovil en 
el camino 

Valor de referenda 

- direccion requerida a lo lar¬ 
go del camino 

Elemento de comparacion 

- la persona 

Serial de error 

- diferencia entre la direccion 
requerida y la direccion real 

Elemento dc control 

- la persona 

Elemento de correccion 

- manos sobre el volante 

Proceso 

- dinamica del vehiculo 

Dispositivo de medicidn 

- observation visual 

Realimentacion 

negativa 

Variable controlada 

- velocidad del automovil en 
el camino 

Valor de referenda 

- velocidad requerida en el ca¬ 
mino 

Elemento de comparacion 

- la persona 

Serial de error 

- di Per on e i a cn tre 1 a v el o c i d ad 
requerida y la velocidad real 

Elemento de control 

- la persona 

Elemento de correccion 

pies sobre los pcdales del 
acelerador o freno 

Proceso 

-- dinamica del vehiculo 
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Valvula 


Figural.18 Ejemplo 4 


Estrategias de control 


Salida 


0 + 
Error 

Figura 1.19 Modo de control de clos 
posiciones 


Dispositivo de medicion - obscrvacion visual 

Realirnentacion - negative 


Ejemplo 4 

Un tiabajadoi mantiene el nivel de liquido en un c on ten e dor a un ni- 
vel constantc. Para esto se observa el nivel a traves de una inirilla de 
vidrio en una de las paredes del tanque, y ajusta la cantidad de liqui¬ 
do quo sale del tanque con la apertura o cierre de una valvula (figura 
1.18). Para dicho sistema de control, ^cuales son: a) la variable con¬ 
trol ad a, b) el valor de referenda, c) el elemento de comparacion, d) 
la serial de error, e) d elemento de control,/) el elemento de correc- 
cion, g) el proceso y h) el dispositivo de medicion? 

Respues ta 


Variable control ad a 
Valor de referenda 

Elemento de comparacion 
Senal de error 

Elemento de control 
Elemento de corrcccion 
Proceso 

Dispositivo de medicion 


- nivel de liquido en el tanque 

- nivel requerido, tal vcz mar- 
cad o en el vidrio 

- la persona 

- difcrcncia entre los niveles 
requerido y real 

- la persona 

- valvula 

agua en el contenedor 

- observacion visual de la mi- 
rilla de vidrio 


El elemento dc control tiene conto enlrada la senal de error y como 
salida una senal que se convierte en la entrada a la unidad de correc- 
cion de modo que se pueda iniciar la accion para eliminnr el error. 
Existen varias formas para que el elemento de control re acetone ante 
una senal de error. 

Con si si cm as de control en lazo abierto los tip os dc control mas 
probables son el de dos posiciones (encendido-apagadu o mejor co- 
nocido como on-off) o secuencias o acciones conmutadas por tiem- 
po. Un cjcmplo del control on-off es una persona que enciende un 
calc factor clcctrico para obtener la temp e rat ura requerida en una ha- 
bitacion. Un ejemplo de una secuencia conmutada por tiempo es la 
operacion de la lavadora de rupa domestica (vea dctalles al principio 
de este capitulo). 

Con sistemas de control en lazo ccrrado los tipos dc control son a 
menudo el control de dos posiciones, cl control proporcional o el 
control proporcional combinado con algun otro refinamiento. Con el 
modo de control de dos posiciones, la senal de error dc entrada al 
elemento de control es una salida dc cnccndido o de apagado, que se 
utiliza para cncender o a pa gar al elemento de correction (figura 
LI9). Asi, en cl caso del sistema de calefaceion central domestica 
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Salida 



0 

Error 


Figura 1.20 Control proporcional 



valvula 


Figura 1.21 Sistema de control de 
nivel proporcional 


controlado por un termostato, este produce una salida que enciende 
o apaga el calc fact or segun el error. Si la temperatura dc la habita¬ 
tion baja de cierto valor, entonccs cl termostato enciende el calc fac¬ 
tor; si por cl contrario, la temperatura rebasa el valor fijado, el calc- 
factor sc apaga. 

Con el control proporcional la salida del elemento de control es 
una serial, la cual es proporcional al error: cuanto mayor sea el error 
mayor sera la salida (figura 1.20). Esto sign!flea que cl elemento dc 
correction rccibira una senal que depende de la magnitud de la co¬ 
rrection que se necesite. En la figura 1.21 se muestra un ejemplo de 
tal sistema de control para mantener constanle cl nivel de un liquido. 
1 .os enmbios en el nivel produeen un movimiento del flotador y, por 
lo tanto del brazo movil que lo sostiene. A su vcz, esto cambia la 
apertura de la valvula y afecta la tasa a la que cl liquido sale del tan- 
quc. Cuanto mayor sea el error en cl nivel del liquido mayor sera cl 
cambia en la apertura de la valvula. 

Debido a que el control proporcional por si solo puede presentar 
algunos problem as, con freeuencia se conibina con otras formas de 
control. Existc cl control derivative*, donde la salida es proporcional 
a la razon de cambio de la senal dc error, y cl control integral , donde 
la salida cn el tiempo t es proporcional a la integral de la senal de 
error entre t = 0 y t. Un ejemplo sencillo del control proporcional de¬ 
rivative es un veiliculo automation donde el controlador toma accio- 
nes hasadas no solo en el conocimiento de la posicion del vehlculo, 
sino tambien de su vclocidad, es decir, la razon de cambio dc la dis- 
tancia. Con solo cl control proporcional, el controlador da nada mas 
una respucsta on proportion a la magnitud del error dc la posicion re- 
querida. No toma en cucnta la rapidez del cambio del error. FI con¬ 
trol derivative si lo hace. Asi, si el vehiculo sc empieza a mover ale- 
j an dose rapid o de la trayectoria requerida, con el control derivative 
habra una action corrcctiva mucho mayor que si el vchiculo se aleja- 
ra lentamente dc la trayectoria requerida. Dc cste modo, la combina¬ 
tion del control proporcional dcrivativu loin a en cuenla mas rap i do 
las desviaciones de la trayectoria requerida y las corrige. Las formas 
de estrategias de control descritas se estudlaran con mayor detalle en 
cl capitulo 8. 

Ejemplo 5 

t,Que tipo de estrategia dc control se usa en los siguientes sistemas 
do control? 

a) Un refVigcrador. 

b) Guiado de un automovll en un camino. 

Respites la 

a) En ei refrige rad or un termostato control a la temperatura y es 
probable que sea un sistema de control simple de dos posiciones, 
on-off. 

h) Tal vez sea un control proporcional en el que la salida del con¬ 
trolador, es decir, movimiento del volante por parte del conduc¬ 
tor, puede ser proporcional al error. 
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Computadora 



Figura 1.22 Sistema de control digital en lazo 
abierto para sistemas en tiempo continuo 


Control digital El control digital mediante microproccsadores sc usa cada dia mas 

cn sistemas de control. La figura 1.22 muestra la forma basica que 
puede tomar un sistema de control digital en lazo abierto, cuando la 
entrada cs una serial continua en el tiempo. es decir, una serial que 
puede variar de mancra continua con cl tiempo y no es digital. La se¬ 
rial de entrada pasa primero a traves de un convenidor analogico a 
digital (ADC 1 ). Lste la convieite en una serial digital, un niimero co- 
dificado. El elemento dc control digital incorpora un reloj que envia 
pulsos a intervalos regulares. Cada vcz que cl ADC rccibe un pulso, 
envia el numcro codificado al elemento de control digital. El ele- 
mento de control digital implania una estrategia de cuntiul medianle 
un pro gram a almacenado. Como cs facil mod it! car dicho program a 
la estrategia de control tambien es sencillo cambiarla y esta flexibili- 
dad es una gran ventaja sobre los sistemas de control analogico don- 
de la estrategia de control esta determinada por equipos Esicos. La 
serial de salida del elemento de control tambien ticne cn forma digi¬ 
tal, un numero eodificado. Este se convierte a una serial analogic a 
med iante un convert id or digital a analogico (DAC) de modo que 
puede accionar al elemento de correccion para producir el cambio 
requerido en la variable de proceso. 

La secuencia dc pasos que ticncn lugar cn los cuatro bloques que 
constituyen el elemento dc control son; 

1 Esperar un pulso de reloj. 

2 Elaccr una conversion de analogico a digital de Ja serial de entrada 
en ese tiempo. 

3 Calcular la senal de control dc acucrdo con la estrategia dc control 
en el pro gram a. 

4 Elevar a cabo la conversion de digital a analogico de la senal de 
control. 

5 Actualizar el estado dc la unidad de correccion. 

6 Esperar un pulso dc reloj y cntonces repetir todo cl ciclo. 

Puesto que la entrada se mucslrea solo en ciertos tiempos, un sistema 
de cslc tipo con frceucncia recibe el no mb re de un sistema de daios 

1 N. deT.: En este libro se utili/aran ADC y DAC, porsus sights en ingles, para referirse a 
los convert! do res analogico a digital y digital a analogico. ya que son las dc uso mas 


comun. 
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Figure 1.23 Sistema de control 

digital en iazo cerrado para muestreados . El muestreo cs un aspccto fundamental en los sistemas 

sistemas en tiempo continuo controlados digitalmente. 

Ea figure 1.23 muestra la forma que puede tornar un sistema dc 
control digital en lazo cerrado para sistemas cn tiempo continuo. La 
serial de error analogic a del el e men to de compare cion se convierte 
en una serial de error digital mediante un convertidor analogico a di¬ 
gital (ADC), modificada por el elemento de control digital de acuer- 
do con la estrategia de control pro gram ad a y despues se convicrtc a 
una serial analogica para el elemento de correccion mediante un con¬ 
vertidor digital a analogico (DAC). La sccucncia dc pasos que ticnen 
lugar cn cl elemento de control son como los descritos para el siste¬ 
ma en lazo abierto. 

Se puede utilizar una sola computadora para controlar varias va¬ 
riables. Por ejemplOj la lavadora de ropa domestica descrita en la fi¬ 
gure 1.9 puede utilizar un microprocesador como elemento de con¬ 
trol. Los sistemas dc control digital ticncn muchas aplicaciones, 
como en maquinas herramienta, control de aviones y robots. Un es- 
tudio mas detallado de los sistemas de control digital se presenta en 
el capitulo 14. 

Modelos matematlCOS para Con la finalidad de entender cl comportamicnto dc los sistemas cs 

sistemas necesario oblener modelos matematicos que los representan. El mo- 

delo de un barco es una replica a escala de un barco de tarnano natu¬ 
ral. En el modelo los tamanos relativos de las diferentes partes guar- 
dan las m ism as proporciones que en el barco de tamano natural, es 
deeir, hay un escalamiento constante hacia abajo de los tamanos. 
Una fotografia se puede considerar un modelo de la escena que se fo- 
tografio. Un modelo matemdtico de un sistema es una “replica” dc 
las relaciones entre entrada y salida o entre entradas y sal Idas. Las 
rclacioncs reales entre la entrada y la salida dc un sistema sc sustitu- 
yen por expresiones matematicas. 

Considere un motor como sistema, La entrada al motor es un vol- 
taje Vy la salida es una velocidad angular oj del eje. Para muchos sis¬ 
temas existen relaciones lineales razonables entre la entrada y la sa¬ 
lida. Esto significa que la salida es proporcional a la entrada y si la 
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entrada se duplica, cntonc-cs la salida tambicn sc duplica, cs dccir, si 
la entrada sc multiplica por una constante multi pi icativa entonces la 
salida se multiplica por la misma constante. Esto tambien quiere de- 
cir que si la entrada 1 produce una salida 1 y la entrada 2 produce una 
salida 2. entonces una entrada igual a la suma de las entradas 1 y 2 
producira una salida igual a la suma do las salidas 1 y 2. Dc estc 
modo, si existe una relacion lineal entre la salida y la entrada para cl 
motor, entonces el modclo matematico es; 

oj-GV 

donde G cs la constante dc proporcionalidad. Esta relacion implica 
que si el voltaje cambia, entonces debera haber un cambio inmediato 
correspondiente en la velocidad angular del cje. Este no sera el caso, 
puesto que cl motor toma un tiempo para que el eje cambie a la nue- 
va velocidad. Asi la relacion existe, solo entre el voltaje y la veloci¬ 
dad cuando cl sistema ha tenido suficicntc tiempo para asentarse 
ante cuaiquier cambio en la entrada, es decir* esto se rcficrc a lo que 
se denomina condieidn de estado esiable. Entonces, para aclarar, la 
ecuacion sc puede escribir como: 

Valor en estado estable de m — 

G (valor en estado esiable de V) 

Por lo tanto 

valor cn estado estable dc oj 

G — ---—— 

valor en estado estable de V 

{.a constante G se denominatfwncm de transfere.nc.ia o ganancia del 
sistema. En general, se puede defmir la rune ion de transference 
como el cociente de la salida en estado estable entre la entrada en es¬ 
tado estable para un sistema o subsistema. 

_ ., _ .. . , T salida en estado estable 

Fun cion de transicrcncia G = ——- [1J 

entrada en estado estable 

Por ejemplo, al insertar una moneda en una maquina dc barras dc 
chocolate sc obticnc la salida de una barra dc chocolate. La funcion 
dc transferencia, para cl estado estable, es 1 barra/moneda. Si sc su- 
pone que el sistema es lineal, para una entrada de dos monedas sc ob- 
tendrian dos barras de chocolate. Un sistema dc modi cion de tempe¬ 
rature puede tener una entrada de 10 r C \ produeir una salida en 
estado estable de 5.0 mV. Estc sistema tiene una funcion de transfe- 
rcncia dc 0.5 mV/'C. Si sc supone que cl sistema cs lineal sc puede 
predeeir que si la entrada fitcra de 20 °C entonces la salida en estado 
estable sersa 10.0 mV, El modulo matematico del sistema es 


Salida en estado estable en mV = 

0.5 k enuuds cn estado estable en C C 

\ .o anterior cs V unmisis O' ■ tii si sterna que tiene una relacion 1: • 
.0 en. Ur is •: im •. is ■■ V '-sis;-!. • s • -.mb: ego, ios si si tunas vcrUw 
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sistemas en lazo abierto 


pueden exhibir un comportamiento no lineal. En muchos casos talcs 
sistemas son lincalcs si las senates de entrada se mantienen dentro de 
ciertos limites. Para la maquina de barras de chocolate el sistema es 
lineal siempre que no se inserta un mayor numero dc monedas qtic 
las barras de chocolate que tiene la maquina. Un amplificador puede 
ser lineal solo para senales de entrada hasta cierta tnagnitud. 

Mas adelante cn este libro se considcraran las dcfmiciones de 
funcion de transference en las que se pueden tomar en cuenta no 
solo los valores en estado estable de la entrada y la salida, sino tam- 
bien los cambios transitorios que tienen lugar en el tiempo. Asi, en el 
resto de este capitulo Jas discusiones se basan en el comportamiento 
de los sistemas en tenninos de los valores en estado estable, y habra 
que considcrarlos solo como una representacion muy simplista de 
ios sistemas de control. 


Ejemplo 6 

Un motor tiene una funcion de transference de 500 rev/min por volt. 
i,Cual sera la velocidad de salida en estado estable para tal motor 
cuando la entrada es 12 V? 

Respuesta 

Si se utiliza la ecuacion [1] 


Funcion de transferencia G - 


salida en estado estable 
entrada en estado estable 


entonces, 

Salida en estado estable = G(entrada en estado estable) 
= 500 x 12 = 6000 rev/min 


Kxisten muchas situaciones donde se requiere la funcion de transfe¬ 
rence para varios elementos en serie. Considere tres elementos en 
scric como sc mucstra en la ftgura 1.24. Los tres elementos pueden 
ser un sistema en lazo abierto puesto que no hay lazo de realimenta- 
cion, o solo tres elementos en serie de un sistema mas grande. 

Para el elemento 1 la funcion de transferencia G l es la salida 0 t di- 
vidida entre la entrada 6-. Asi, 


Elemento 1 
F.T. G, 


Elemento 2 
F.T. G 2 — 


Elemento 3 
F.T.G, 




Figura 1.24 Funcion de transferencia 
con un sistema de lazo abierto 
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Para cl clcmcnto 2 la funcion de transferencia G 2 es la salida 0 2 divi- 
dida elitre la entrada 0,. Es decir, 



Para el elemento 3 la funcion de transferencia es la salida 0 o divi- 
dida entre la entrada $ 2 . Esto es, 



La funcion de transferencia global del si sterna es la salida 8 0 dividi- 
da entre la entrada 6 .. Pero esto se puede escribir como 

L = L X L X L 
e, e, e , e 2 

Por lo tanto } para cl sistcma cn lazo abicrto 

Funcion de transferencia =(?, x G 2 x Gy [2] 

La funcion de transferencia global en lazo abierto es el producto de 
las funciones de transferencia de los elementos individuates. Esto se 
aplica a cualquier numero de elementos conectados en serie. 

Ejemplo 7 

El sistema de mcdicion cinplcado cn un sistcma dc control consta de 
dos elementos, un sensur v un acondicionador de serial en sene (fi- 
gura 1.25). Si el sensor tiene una funcion de transferencia de 0.1 
mA/Pa y el acondicionador de serial una funcion de transferencia de 
20, ^cual es la funcion de transferencia del sistema de medicion? 


Figural.25 Ejemplo 7 



Respuesta 

El sensor y el acondicionador de serial estan en serie, de modo que la 
funcion de transferencia combinada es el producto de las funciones 
de transferencia de los elementos individuales. 

Funcion de transferencia - 0.1 x 20 - 2 mA/Pa 


Modelos matematicos para 
sistemas en lazo cerrado 


La Figura 1.26 muestra un sistema en lazo cerrado sencillo. Si 0 v es el 
valor dc referenda, cs decir, la entrada. y si 0 o es el valor real, es de¬ 
ed, la salida del sistema, entonces la funcion de transferencia del sis¬ 
tema completo es 

,, ., T , r salida 0. 

Funcion de transterencia =-= — L 

entrada 0 o 
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Figura 1.26 Funcion de transferencia 
de un sistema en lazo cerrado 



Cada subsistema en el sistema global tiene su propia funcion de 
transferencia. De este modo, si el sistema que se controla tiene una 
funcion de transferencia G, entonccs con su cntrada dc la serial de 
error e y salida 0 O . 


G 



Si la trayectoria dc realimentacion tiene una funcion de transferencia 
H, con entrada 0 y salida/. 



La scnal de error e es la diferencia entre 0- yf la serial dc realimen¬ 
tacion/ es una medida dc la salida del sistema completo. 


e = $ ; -/ 

A l sustituir e yf dcspcjandolas a parti r dc las dos ecu aci ones ante- 
riores, 


A = 0 - Hd„ 

G 

£M 1-7/1-0. 

\G J 


\ G J 


For lo tanto, la funcion dc transferencia global del sistema de control 
cn lazo eerratic es 


Funcion de transferencia = — - ——— R1 

6. 1 + GH 

La ecu aci on anterior sc aplica a rcasinicntacidn negativa. Con reali¬ 
ty) entae ion posities ei deuominador dc la ecuacion anterior se eon- 
vierte cn (1 - GH) . 

bn el sistema en lazo cerrado, G sc eonoee eomo la June ion dc 
U'unsferencia dc la tra\cctoria direct cl puesto que es la funcion dc 
Uanslerciicia que rdaciona las sein-iles que se im:e\ en hacia adoLme 
1 l .. ti s d H s i i i'c r i! A A t f. rad a a 1 a s a 1; d a. GH s c c a n o e e c o m n n -n- 
1 * - *c l ra >)sieve » ' ar, i■ a on ie e s e 1 te) r n i it o q 11 e s e p re se n ta cn 
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Ejemplo 8 

Un motor dc vclocidad control ad a tiene un si stem a motor-releva- 
dor-amplificadur cun una Fun cion dc trail sferencia combi nada de 
600 rev/min por volt v un sistema de mcdicidn en el lazo de reali¬ 
ment ac ion con una fund on de transferencia de 3 mV por rev/min, 
como ilustra la figura 1.27. ^Cual cs la funcion de transferencia glo¬ 
bal? 


Figural.27 Ejemplo 8 


MoSor-relevador-amp. 
F.T. 600 rev/min por V 


Sistema de medicion 
F.T. 3 mV por rev/min 


Respuasta 

El sistema tended realimentacion negati va y asi la funcion dc transfe¬ 
rencia global csla dada por la ccuacion r31 como 

Funcion dc transferencia - ——— 

1 +GH 

600 _ 

” 1 +600x0.003 

= 214 rev/min por volt 


Modelos matematlCOS para Considere el sistema en lazo cerrado que muestra la figura 1.28. La 

sistemas en lazo cerrado funcion de transferencia para el sistema complete se puede obtener 

con elementos multiples de term in an do primero la funcion de transferencia para 1 os tres ele¬ 

mentos en serie. Como estos tienen funcionesde transferencia G,.G 2 
y G~, entonces la funcion de transferencia combinada es 


Figura 1.28 Funcion de transferencia 
de un sistema en lazo cerrado con 
elementos multiples 


F.T, de los elementos en serie =G { x G 2 x G. 

El sistema en lazo cerrado de la figura 1.28 se puede reemplazar por 
el sistema equivalente mas sencillo, como se muestra en la figura 
1.29, Ahora, este es solo un elemento con una funcion de transferen¬ 
cia de G. x G, x G, y un lazo de realimentacion con una funcion dc 
transferencia H. La funcion dc transferencia global para este sistema 
es entonces 






24 Sistemas de controJ 


Figura 1.29 Sistema equivalents para 
la figura 1.28 



F.T. del sistema = -A =-9i_ l G: X - 

9, 1 + (G, y-G, y G } )H 


[4] 


Ejemplo 9 

Un sistema de control de posicion utilizado con una maquina herra- 
mienta tiene un amplificador en serie con una valvula corrcdiza y un 
lazo de realimentacion con un sistema de medicion dc desplaza- 
miento (figura 1.30). Si las funciones dc transferencia son las si- 
guientes, ^cual cs la funcion de transferencia global para el sistema 
de control? 


Figura 1.30 Ejemplo 9 


AmpliTiuador 


Valvula 

F T. ?0 mA/V 

[ F.T. 12 mm/mA 


Medicion 
F.T. 3.0 V/mm 


Las funciones dc transferencia son: amplificador 20 mA./V, val¬ 
vula corrcdiza 12 mm/mA. sistema de medicion 3.0 V/mm. 
Respites t a 

El amplificador y la valvula corrediza estan en serie. por lo que la 
funcion de transferencia combinada para los dos elementos es el pro- 
ducto de sus funciones de transferencia separadas, 

F.T. para los elementos en serie = 20 x 12 = 240 nini/V 

Estos elementos tienen un lazo dc realimentacion con una funcion de 
transferencia dc 30 mV/mm. La funcion de transferencia global para 
el sistema de control es 

Q 

Funcion de transferencia =-— 

1 + GH 

24Q 

~ 1 + 240x0.030 
-29mm/V 


Error en estado estable 


El error en estado estable £ dc un sistema cs la diferencia entre la sa- 
lida del sistema y su entrada cuando las condiciones estan en estado 
estable. 
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E = 0 a -0. 

Puesto que para un si sterna con una funcion de transferencia global 

G, 



entonces 

E = G 5 0 i -0 i =0 l (G 5 -1) f51 

Para un sistema en lazo abierto el error en estado estable se puede 
escribir. segun la ecuacion [2], como 


E = -1) [6] 

donde G h G 2 y Gj son las funciones de transferencia de los elemen- 
tos en el sistema. Para que el error sea cero, GjGjG^ deben ser igual a 
1. Aunque esto se puede lograr en la preparation o calibration del 
sistema, es inevitable que se presenten errores en estado estable dc- 
bido a que las funciones de transferencia cambian como consecuen- 
cia de cambios en cl medio ambicnte. 

Para un sistema en lazo ccrrado el error en estado estable, dado por 
la ecuacion [5], se puede escribir empleando la ecuacion [31, como 


E 


( G 
[l + GH 


[7] 


donde G es la funcion de transferencia de los elementos en la trayec- 
toria directa, es decir, G— G/GbGj para tres elementos en serie con 
funciones de transferencia Gj, G : y G h y H es la funcion de transfe¬ 
rencia del sistema de medicion. Para un error en estado estable nulo, 
se debe tener G - 1 GH de modo que G/(l + GH) Lenga el valor dc 
1. Igual que en el sistema de control en lazo abierto, las funciones de 
transferencia tienden a cambiar con las condiciones ambientales. 
Sin embargo, si GHz s mucho mayor que 1, la ecuacion [7] se apro- 
xima a 


y asi los cambios en las funciones de transferencia de los elementos 
de la trayectoria directa casi no tienen efecto sobre el error. De esta 
manera, la sensibilidad del sistema en lazo cerrado para tales efectos 
es mucho mas pequena que para un sistema cn lazo abierto. Esta cs 
una de las grandes ventajas que tienen los sistemas en lazo cemado 
rcspccto a los sistemas cn lazo abierto. 


Ejemplo 10 

La figura 1.31 muestra un controlador con una funcion de transfe¬ 
rencia dc 12 y un motor con una funcion de transferencia de 0.10 
rev/min por V. 

a) ^Cual sera el error en estado estable cuando cl sistema es un sis¬ 
tema de control en lazo abierto y como cambiara el error si, debi- 
do a cambios ambientales, la funcion de Iransferencia del motor 
cambia en 10%? 
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y) 


Figural.31 Ejemplo 10: a) Sazo 
abierto, b) lazo cerrado 



h) ^Cual sera cl error en estado estable euando el si sterna es un sis- 
tema de control en lazo cerrado si ellazo de re alimentation tienc 
una fun cion de transferencia de 1.0 V por rev/m in y com o cam¬ 
bium el error si, debido a cambios ainbientales, la funcion dc 
transferencia del motor cambia en 10%? 


Respuesta 

a) Emplcando la ecuacion [6], antes dc que sc presente cualquier 
cambio 


E-6. x {G x C 2 - 1 ) 

E=0 i (\2xQ.\O-l) = O.20 l 

Si hay un cambio dc 10% cn la funcion de transferencia del mo¬ 
tor, es decir, 0,11 rev/min por V, cntonces 


F. = 0j(l 2 x 0.11 -1) = 0.32 0j 
El error se ha incremcntado en un factor de 16. 
h) Con la ecuacion [7] 


( 

E — Q-'\ 


Gfiz 


'{l+GfiJJ 
cntonccs, antes de que ocurra cualquier cambio 
12x0.10 


E = 0, 


1 i 12x0,10x1.0 


--1 =-0.450: 


Si hay un cambio de 10% en la funcion de transferencia del mo¬ 
tor. es deeir, 0.11 rev/min por V, entonces 


E = 9. 


12x0.11 


1-12x0.11x1.0 


-1 =-0.43 0, 


El cambio en el error es mucho mas pequeno que el cambio que 
sc presenta cn el sistema en lazo abierto. El sistema en lazo ce- 
rrado ticne una sensibilidad mas baja a los cambios ambientales 
que el sistema en lazo abierto. 



Efectos de las 
perturbaciones 


Figura 1.32 Sistema de control en 
lazo abierto con una perturbacion 
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Ejempio 11 

Un sistema de control en lazo cerrado tiene una funcion de transfe¬ 
ral ci a de la tray cc tori a di recta de 10. /.Cuanto debe ser la funcion dc 
transfer end a dc la tray cc tori a de realimentacidn para que el error en 
estado estable sea eero? 


Respites t a 

Segun la ecuacion [7] 

\1 +CH ) 

para que E sea cero, entonces 
1 -f Gil 

por lo tanto, con G - 10, entonces 
10-1 + 10/f 


y, dc este tnodo, il debe ser 0.9. 


Una consideracion importante con un sistema de control es el efecfo 
de cuaiquier perturbacion. De esta manera, en un sistema dc calefac- 
cion central domestico con un sistema de control en lazo abierto in- 
volucrado, el calefactor se enciende para obtener la temperatura re- 
querida en la habitacion, ^que ocurrira si alguien abre la ventana y 
permite que el aire frio entre en la habitacion? Tal perturbacion sc 
puede incorporar en el diagrams de bloques del sistema dc la forma 
quo muestra la figura 1.32. En este caso, la perturbacion 0 d se sum a a 
la salida del proceso. Para tal situation se tiene 

0 o = 6 ^+ 0 , [ 8 ] 


G, - 


GO, 


w . 


El termino 0 d es cl error en estado cstablc adicionado al sistema por 
la preseneia de la perturbacion. 

Si la perturbacion se adiciona al sistema entre los elementos 1 y 2 
(corno ilustra la figura 1.33), entonces 

e 0 = (G l o i +e,)G 1 =G l G 2 e i +G 2 e, [9] 

El termmo G,6 d es el error en estado estable adicionado al sistema 
por la presencia de la perturbacion. 

Con un sistema cn lazo ccrrado, por ejempio, en un sistema de ca- 
lefaccion central domestico si el valor fijado en el lermostato no se 
modifica y alguien abre la ventana y permite que el aire frio entre a la 
habitacion, el sistema de control sujeto a tal perturbacion sc puede 
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Figura 1.33 Sistema de control en 
lazo abierto con una perturbacibn 



represcntar mediante un diagrama de bloques de la forma que mues- 
tra ia figura 1.34. La serial de error al elemento 1 e$ i - f ), donde f 
es la serial de realimentacion. La serial de saiida del elemento 1 y cn- 
trada al elemento 2 es, G l (0 ] -/). La saiida del elemento 2 es 
G l G 1 (O i - /). La perturbacion sc agrega a este en este punk) y asi la 
saiida d Q es 

0 o =G,G 3 (0,-/) + e d 


Figura 1.34 Sistema de control e 
fazo cerrado con una perturbacion 



Pero la realimentacion/es Hf) iS For tanto 

=G l G 1 {e i -m 0 ) + e d 

Reordenando se obtiene 

Q 0 (l + G [ G 2 H) = G l G 2 9 i +0 d 

e Q =el ^ lie/—!—1 [io] 

XX+GfrM) pi +g x g 2 h ) 

El termino 0 d [1/(1 + Gfi 2 H)] es el error en estado estable que se in¬ 
corpora al sistema mediante la perturbacion. Si esta ecuacion se 
compara con la situacion en lazo abierto, es decir, la ecuacion [8], se 
vera que el efecto de la perturbacion se modifica por el factor 
1/(1 i G X G 2 H ). Esta propiedad dc modificar cl cfccto de una pertur¬ 
bacion se denomina rechazo a periurbaciones. 

La figura 1.35 muestra un sistema en lazo cerrado y la perturba¬ 
tion se presenta entre los dos elementos de la traycctoria directa. 
Para el sistema la entrada al primer elemento es (0 L - f) y su saiida 
es G x {0 l - /). Esta se combina con la perturbacion 0 6 para dar la en¬ 
trada al segundo elemento. Asi, la saiida de este elemento es 

0o=C 2 [<?.(*.-/)+*<] 

Puesto que / = II0 o , entonces 

6 0 = G J [G,(0 i -/f0 o ) + ej 
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Figural.35 Sistema de control en 
lazo cerrado con una perturbacion 


6 C ] 


'it. 


©,(<?,-0 G,[6.,-f) + 6 


Lo cual se puede simplificar a 

e 0 [1 + G l G 1 H} = G 2 Gfi i +G 1 6 i 

G\G, 


e n =o , 


_.q | ._? 

1 +G.G.H ) \]+C,fr 2 H) 


J l 


[HI 


El termino 0 u [G 2 /(l + GjG,//)] es el error en estado estable que se 
introduce al sistema mediante la perturbacion. Si esta ecuacion se 
compara con la de la situation en lazo abierto, es decir, la ecuacion 
[9], se vera que el efccto de la perturbacion se modifica en la situa- 
cion en lazo cerrado por el factor G 2 /(l + G ] G 7 H)y cn !a situacioncn 
lazo abierto solo por G 2 . El factor 1/(1 + G i G 2 H)c s asi unamedida de 
que tanto se modifican los efectos de la perturbacion con el lazo de 
realimentacion, Esta propicdad de modificar el efecto de la perturba¬ 
cion se denomina rechazo a perturbaciones. 

De este modo, siempre que se presente una perturbacion cn el sis¬ 
tema en lazo cerrado, su efecto se reduce por cl factor 1/(1 -\-GH\ 
donde G es la funcion de transference de ia trayectoria directa 
(G = GjGO y H es la funcion de transferencia dc la realimentacion. 
Esta es una dc ias ventajas de los sistemas de control en lazo cerrado 
sobre los sistemas de control en lazo abierto: estos son mucho mejo- 
rcs para aminorar los efectos de las perturbaciones en el sistema. 

Las perturbaciones se pueden presentar de varias formas, ci ter¬ 
mino perturbacion se puede interpretar como una serial no deseada la 
cual afecta la salida del sistema, Las perturbaciones pueden venir de 
fuentes exogenas. por ejemplo, alguien abre una ventana y afecta asi 
el sistema de calefaccion para la habitacion o quizas el viento que 
afecta la oricntacion dc la antena del radar o un bache en el camino 
que afecta el manejo de un vehieulo en un camino. Las perturbacio¬ 
nes tambien pueden venir del interior del sistema, por ejemplo, mi do 
electrico en un amplificador. 


Ejemplo 12 

Un amplificador electronico tiene una funcion de transferencia de 
100, ^Cuanto mejorara el amplificador en el rechazo del ruido genc- 
rado intemamente si estc cuenta con un lazo de realimentacion con 
una funcion dc transferencia de 10? 
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Respuesta 

El efccto dc adicionar un lazo de realimentacion cs el de rcducir el 
cfccto de la pertuibacion eil un factor de 1/(1 + GH). De este modo, 
el e fee to del ruido se reduce en un factor de 1/(1 -f 100 x 10) ^ 1/1001.' 


Sensibilidad a cambios en 
los componentes 


Con un sistenia en lazo abierto la funcion de transfercncia global 
esta dada por la ecuacion [2] como 

Funcion dc transfercncia = G, x G, x G i 

dondc C ]s C 2 y G. son las fund ones de iransferencia de los elemen- 
tos en el sistema. Los cambios en las caracteristicas de estos elemcm 
tos con el tiempo y las condiciones ambicntalcs pucdcn resultar en 
un cambio en la funcion de transferencia. Asi } por ejemplo, si un e-Ie- 
mcnto es un motor, el incrcmento de la friccidn en los rodamientos 
res ul tari a cn un dccremento cn la funcion dc transference a del motor. 
Un cambio en la funcion de transferencia del elemento 1 dc AG t sig- 
nifica un cambio en la funcion de transferencia global para el sistc- 
ma en lazo abierto dc 


Cambio en la funcion de transferencia - AG, x G\ x G [12] 

Con un sistenia eti lazo cerrado la funcion dc transferencia global 
esta dada por la ecuacion [4] como 

Funcion de transferencia = —__ 

1 + G.G,G,// 

donde G is G 2 y G 3 son las fund ones dc transferencia dc los Clemen - 
tos en la trayectoria directa v H, la funcion de iransferencia de la tra- 
vectoria de realimentacion. Si es mucho mayor que 1, en- 

tonccs la expresion se aproxima a 

Funcion de transferencia = — 

H 

Por cjemploj cualquicr cambio en la funcion dc transferencia del ele- 
mento 1 en la trayectoria directa, tendra un efccto insigmficante 
sobie la luncion de transfercncia global. Esto tiene un marcado con¬ 
trast con la sitnacion de un sistema cn lazo abierto y csta insensibi- 
Iidad a cambios en las caracteristicas de los elementos de la trayecto¬ 
ria directa es una de las ventajas de los sistemas en lazo ccrrado 
sobre los sistemas en lazo abierto. Sin embargo, un cambio cn la fun¬ 
cion dc trailsfeienda de la trayectoria de realimentacion producira 
un correspondicnte cambio cn la funcion de transferencia global del 
sistema. El sistema en lazo cerrado no es insensible a cambios en las 
caracteristicas de los elementos en la trayectoria de realimentacion. 

Ejemplo 13 

Un amplificador operacional tiene una funcion cn lazo abierto dc 
200000yuna funcion de transferencia en la trayectoria derealimen- 
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Figural.36 a) Estable, 
r inostoble 
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tacion de 0,1. ^Cual sera cl cambio porcentual en la funcion de trans¬ 
ferencia global si la funcion de transfercncia del amplificador cam- 
bia en 10%? 

Reap nest a 

Para el sistema en lazo cerrado, segun la ecuacion [3], 

q 

Funcion de transfercncia =- 

\+GH 

Asi, de manera inieial 

Funcion de trailsferencia =-— — -= 9.9995 

1+200000x0.1 

El cambio cn la funcion dc transfercncia significa que la funcion de 
transferencia para el amplificador es de 180 000. Por tanto, la nueva 
funcion de transferencia esta dada por 

„ - 1 x r* ■ 180000 rw -^. 

Funcion dc transrcrencia =-= 9.9994 

1 + 180 000x0.1 

El cambio en ia funcion de transferencia global es 0,0001 y, por lo 
tanto, es un cambio porcentual dc 0.01%. Asi, al usar cl amplificador 
sin rcalimcntacion sc tendria un cambio dc 10% cn la funcion dc 
transferencia; con realimentacion este cambio es de 0.01%. 


En terminos mecanicos se dice que un sistema esta en equilibrio es¬ 
table, si cuando se le da un empujon, este regresa a su posicion origi¬ 
nal cuando sc deja dc empujar. Un cjemplo dc esta situacion es una 
bola eri reposo sobre un plato esferieu (figura 1.36). Cuando la bola 
se empuja, esta se muevc liacia un lado del plato. pero cuando se deja 
dc empujar, regresa pronto a su posicion de reposo al ccntro del pla¬ 
to. Sin embargo, la posicion seria inestablc si la bola estuviera en re¬ 
poso sobre la parte exterior del plato si este se voltea, cualquier ligc- 
ro empujon causa que la bola ruede y no regrese a su posicion 
original cuando se deja de empujar. 


Regress cuando se 
deja de empujar 


3e empuja y 
no regresa 


En general, se dice que un sistema es eatable si cuando esiu sujelu 
a una emradn o perturbacibn acotaria onto rices ia sail da es a cot a da. 
Ena entrada o saiida acotada es la que tiene nnamagnitud finita. Asi, 
cn d caso dc la bola, la entrada es al inieio ceny seguido de un empu¬ 
jon que no continue en forma inUeflnida sino que eesa despues vie un 
tieiiipo. Ea saiida cn la condemn esiabE es ml que d empujon causa 
el ivio'viiTiiento do la oola y quo se ciespiace oe su posicion no reposo, 
pero evenhiainieme el mov b.nieolo dr* A boU cesa y d dm-.:dn/.i • 



miento no continua incrcmentandose o cambiando. En la condicion 
inestable, el desplazamiento de la salida se va inerementando, es de- 
cir, una entrada de magnitud finita puede producir una salida que 
crece sin limite. 

La condicion para estabilidad tambien se puede expresar como 
que un sistema es estable si al excitarlo con un impulso la salida re- 
grcsa eventualmente a cero, 

Los sistemas de control en lazo abierto son inherentemente esta- 
bles. Una entrada finita produce una salida finita y que en forma in- 
deflnida no cambia con el tiempo, Al mcrementar la funcion de 
transference de un elemento en tales sistemas no tiene efccto en la 
estabilidad del propio sistema. AsL para un sistema cn lazo abierto 
denominado maquina dc barras de chocolate, el insertar la moneda 
apropiada dara como resultado una barra de chocolate, no continua- 
ra dando barras de chocolate de manera indefinida, Al cambiar el 
tipo de barra, el costo de cada barra no tiene efecto sobre la estabili¬ 
dad del sistema. 

No obstante, los sistemas cn lazo cerrado pueden mostrar inesta- 
bilidad, que se puede presenlar como resultado de tiempos de retar- 
do que ocurren entre el cambio en la variable y la serial de realimen- 
tacion que resulta de la respuesta del sistema, Un ejemplo es el 
sistema de control para un brazo robotico, o la mano de un borracho: 
levantar una tasa dc cafe. La mano se mueve hacia la tasa dc cafe y sc 
suponc que vira hacia la derecha de la trayectoria requerida. Al darse 
cuenla de esta desviacion se envia una serial a la mano para iniciar el 
movimiento a la izquierda, F,sta serial continua en la situation ideal 
hasta que la mano alcanza la trayectoria requerida. Sin embargo, si 
hay tiempos de retardo en el sistema, la accion puede continuar por 
un periodo prolongado y la mano puede sobrepasar la trayectoria re¬ 
querida antes de que el sistema reaccione. Entonces la mano esta 
muy alejada a la izquierda. Se envia entonces una serial para que la 
mano se mueva a la derecha. Una vez mas, debido a los tiempos de 
retardo la mano sobrepasa la trayectoria requerida y termina ahora a 
la derecha de la posicion requerida. El ciclo entero se puede repetir 
dirigiendose la mano hacia adclantc o hacia atras, dc un Iado a otro, 
de la trayectoria requerida. De esta manera, una perturbacion initial 
puede producir una situation inestable. La inestabilidad depende de 
la funcion dc transfcrencia de la trayectoria directa, puesto que un 
valor grande para esta resultaria en un gran movimiento de la mano 
durante el tiempo de retardo. 

Otro ejemplo de inestabilidad se puede presentar cuando una per¬ 
sona para banarse ajusta en forma manual la temperatura del agua 
mediante una Have mezcladora, la cual permite determinar las canti- 
dades relativas de agua caliente y fria. Suponga que al principio el 
agua esta muy fria. Entonces se increments el elemento agua calien- 
te. Sin embargo, existe un tiempo de retardo antes dc que cl agua ca¬ 
liente alcancc la salida dc la regadera. De este modo, si la persona no 
espera y solo responde a la temperatura del agua, continuara incre- 
mentando el elemento agua caliente. El resultado sera que cuando cl 
agua muy caliente alcance la salida de la regadera se calentara muy 
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rapido. La persona entonces increments e! elemento agua fria. Una 
vcz mas, dcbido al ticmpo do retardo que transcurre antes de que el 
agua se enfne a la salida de la regadera, la persona continuara incre- 
mentando el elemento agua fria. El resultado sera que cuando el 
agua fria alcance la salida de la regadera se enfriara muy rapido. Asi, 
el ciclo se repite con el resultado de que la temperature del agua en la 
salida de la regadera oscilara ampliamente. 

Lo anterior es solo una consideration superficial de estabilidad, 
un estudio mas detallado aparece en el capitulo 6. 


Las ventajas de tener una trayectoria de realimentacion y, por lo tan- 

to, un sistema en lazo cerrado en lugar de un sistema cn lazo abierto 

se pueden resumir de la nianera siguiente; 

1 Mas exacto en la igualacion de los valores real y requerido para 
la variable. 

2 Menos sensible a las perturbaciones. 

3 Menos sensible a cambios en las caracteristicas de los compo- 
nentes. 

4 La velocidad de respuesta se incrementa y, por lo tanto, el ancho 
de banda es mayor, es decir, el intervalo dc frecuencias en los 
que el sistema respondera. 

Pero hay algunas desventajas: 

1 Hay una perdida en la ganancia en cuanto a que la funcion de 
transferencia de un sistema en lazo abierto, se reduce de G a 
G/(l I GH) por una trayectoria de realimentacion con una fun- 
cion de transferencia II. 

2 Existe una gran posibilidad de inestabilidad 

3 El sistema es mas complejo y, por lo tantn, no solo mas caro, 
sino mas propenso a descomposturas. 


1 Explicar la diferencia entre los sistemas de control en lazo abier¬ 
to y lazo cerrado. 

2 Establecer cuales de los siguientes sistemas de control son en 
lazo abierto o en lazo cerrado y dar las razones de sus asevera- 
cioncs: 

a) Una tetera clectrica que se apaga cuando el agua liiervc. 

b) Un refrigerador. 

c) Una homilla electrica sin termostato. 

3 Los semaforos en an cruce de calles puede ser un sistema de 
control cn lazo abierto o cn lazo cerrado. Explicar como diferi- 
rian los sistemas. 

4 Dibujar un diagrams de cajas negras donde se muestren los sub- 
sistemas de los siguientes sistemas de control en lazo cerrado: 

a) Camara de exposition automatics. 

b) Un homo controlado por un termostato. 

c) Una luz automatics enciende cuando se oscurece y se apaga 
cuando se aclara. 
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5 Explicar la diferencia entre las estrategias de control de dos po- 
siciones y proporcional. 

6 Que tipo de estrategia de control es probable que se emplee en los 
siguientes sistemas de control: 

a ) Un refrigerador dome Stic o. 

b) Un tostador de pan. 

c) Lcvantar una tasa dc cafe. 

7 hi si stem a de control automatico para fa temp era tura de un bano 
maria consiste en un voltaje de referencia que se alimenta a un 
amplificador diferencial, cl cual ticnc a su salida un rdevador 
que conecta o de sconce la la aliiiientaciuii de energia al eale fac¬ 
tor inmerso en el lfquido. Se tiene una realimentacion negativa a 
traves dc un sistema de me die ion que alimenta un voltaje al am¬ 
plificador diferencial. Esbozarun diagrama dc bloques del sisle- 
ma y explicar como sc produce la serial dc error. 

8 Un sistema de medicion de temperatura tiene un termometro que 
produce un cainbio de resisteneia de 0.007 Q ,/°C coneetado a un 
puente de Wheatstone que produce un eambio dc corriente de 
20 mA/Q . pCual es la funeidn de transferencia global del siste¬ 
ma? 

9 Explicar que significa que un sistema tenga una rclacion lineal 
entre la entrada v la salida. 

10 La figura 1.37 muestra un sistema para eontrolar la tasa de flujo 
de liquido en una tuber?a. 

a) Explicar como opera el sistema 

b) t : f Cual sera la funcion de transferencia para el iazo de reali¬ 
mentacion si el medidor de flujo tiene una funcion de transferen¬ 
cia de 2 kPa por m/s y el convertidor de presion a corriente de 1,0 
mA por kPa? 

c) pCual cs la funcion de transferencia para la trayectoria di¬ 
rects si el convertidor de corriente a presion tiene una funcion de 
transferencia dc 6 kPa por mA y la valvula dc control de 0.1 m/s 
por kPa? 

d) pCual sera la funcion de transferencia global del sistema de 
control? 


ura 1.3 
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11 ^Cual sera el error en estado establc para un sistema de control 
rie temperatura en lazo abierto que const a de un controlador con 
una funcion de transferencia de 1.0 en sene con un calefactor 
con una funcion dc transferencia de 0.80 °C7V y cual sera el 
cambio porcentual en el error en estado estable si la funcion de 
transferencia del calefactor disminuye en 1%? 

12 i Cual sera el error en estado establc para un sistema de control 
de temperature cn lazo cerrado que consta de un controlador con 
una funcion de transferencia de 20 en serie con un calefactor con 
una funcion de transferencia de 0.80 °C/V y un lazo de realimen¬ 
tacion con una funcion dc transferencia de 10 V/'°C y cual sera cl 
cambio porcentual en el error en estado estable si la funcion de 
transferencia del calefactor disminuye en 1%? 

13 Expliear por que los sistemas realimentados en lazo cerrado son 
mucho mejores respecto al rechazo a pcrturbaciones que los sis¬ 
temas en lazo abierto, 

14 Un sistema en lazo abierto ticnc una funcion dc transferencia de 
K. ^Cual sera el efecto sobre la salida del sistema si la funcion de 
transferencia se reduce a (j K)1 ^Cudl seria el efecto si el sistema 
tuvicra un lazo de realimentacion con una funcion de transferen¬ 
cia de 1? 

15 ^Cuales son las ventajas v desventajas de un amplifieador que 
cuenta con un lazo de realimentacion? 



Modelos de sistemas 


Introduccion Para analizar los sistemas dc control se necesitan modelos maiemdti- 

cos de los elementos que se cmplean en dichos sistemas. Bstos mo¬ 
del os son ecuaciolies que representan la re lac ion cut re la entrada v la 
salida del sistema (vea el capltulo 1). T.as bases de cualquier modelu 
matematico provienen de las ieyes fisicas fundamentales que go- 
biernan el comportamiento de un elemento. En este capltulo se con¬ 
siderate una variedad de sistemas, cn los que sc incluyen ejemplos 
de los tipos mccanico, lermieo y fluidic os. 

A partir de una variedad de bloques funcionales, es posible for- 
mar sistemas del mismo modo que un nine consiruye casas. coehes o 
gruas con bloques funcionales de un mecano. Se considera que eada 
bloque posec una funcion y propiedades unicas. De cste modo, un 
ejemplo sencillo es un sistema o circuito electrico que se puede for- 
mar a partir de bloques funcionales que representan el comporta¬ 
miento de resistores, eapacitores e inductorcs, Se supone que el blo¬ 
que del resistor ticne solo lapropiedad dc resistenc-ia; el capacitor, la 
de capacitancia, y el inductor, la de inductancia, A1 combinar de di- 
ferentes maneras estos bloques funcionales es posible formar una 
variedad de sistemas eleetricos y las relaciones cntrada-salida globu¬ 
les que se obtienen para dichos sistemas es a partir dc la apropiada 
combination de las relaciones causa-efccto dc cada bloque funcio- 
nah As! sc puede obtener un modelo matematico para el sistema. Un 
sistema formado de csta manera se denomina un sistema de pardive- 
tros concentrados, debido a que cada parametro, es deeir, propiedad 
o funcion, se considera cn forma independientemente. 

Puesto que existen similitudes en el comportamiento de los blo¬ 
ques funcionales empleados cn los sistemas mecanicos, elcctiicos, 
termicos y dc fluidos no sc requieren formas diferentes dc “bloques 
funcionales matcmaticos” para los diferentes tipos de sistemas. Este 
capltulo trata los bloques funcionales basicos y su combination para 
producir modelos matemalicos para sistemas fisicos realcs. 


Bloques funcionsles de Las formas basicas de bloques funcionales de sistemas mecanicos 

sisternas mecanicos son resortes, amortiguadores y masas. Los resortes representan la i b 

gidez del sistema; los amortiguadores, las fuerzas de oposicion al 
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Figura 2.1 Un bioque funcionai 
^ecanico: el resorte 


movimiento, es decir, efectos de amortiguamiento y fried on, y las 
masas, la inercia o resistencia a la aceleracion. Sc pucde considcrar 
que todos estos bloques funcionales ticnen una fuerza como entrada 
y un desplazarnicnlo corno salida. 

La rigidez do un resorte sc describe mediante la relacion entre la 
fuerza F emplcada para estirar o comprimir un resorte y la de forma- 
cion resultante .v, ya sea de estiramiento o comp res ion (vea la figura 
2.1). En el caso de un resorte dondc el estiramiento o comprcsion es 
proporcional a las fuerzas aplicadas, es decir, un resorte lineal 

F=kx [1] 

donde k es una constante. Cuanto mayor sea el valor de Ar, mayor sera 
la fuerza para cstirar o comprimir al resorte y asi la rigidez sera ma¬ 
yor. El objeto que aplica la fuerza para estirar el resorte tambien esta 
sujeto a una fuerza, la fuerza que ejerce el resorte estirado ft ere era 
ley de Newton), Esta fuerza estara en direccion opuesta y de igual 
magnitud a la fuerza empleada para estirar el resorte, es decir, kx. 

El bioque funcionai del amortiguador represents el tipo de fuer¬ 
zas que se experimentan cuando se intenta empujar un objeto a tra¬ 
ces de un flu id o o mover el objeto en contra do las fuerzas de fric¬ 
cion. Mientras tnas rapido se empuje el objeto, mayor seran las 
fuerzas de oposicion. El amortiguador que se etnplea para represen- 
tar pictoricamcntc cstas fuerzas dc amortiguamiento que haccn mas 
lento cl movimiento de un objeto consta dc un piston que sc mueve 
dentro de un cilindro cerrado (vea la figura 2.2). El movimiento del 
piston requiere que el fluido pase de un lado a otro de este. El flujo 
produce una fuerza resistiva. En el caso ideal, la fuerza resisitiva o 
de amortiguamiento F es proporcional a la velocidad v del piston. 
Asi 


F - cv 


dondc c es una constante. Cuanto mayor sea el valor de c, mayor es 
la fuerza dc amortiguamiento para una velocidad en particular. 
Puesto que la velocidad es la razon de cambio del desplazamiento x 
del piston, es decir, v = dr / dr, entonces 
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Figura 2.2 Un bioque funcionai 
mecanico: el amortiguador 


df 

Asi, la relacion entre el desplazamiento x del piston, es decir, la sali¬ 
da, y la fuerza como entrada depende de la razon de cambio de la sa¬ 
lida. 

El bioque funcionai dc la masa (figura 2.3) exhibe la propiedad de 
que mientras mayor sea la masa, mayor es la fuerza requerida para 
producir una aceleracion espedfea. La relacion entre la fuerza Fy 
la aceleracion a es (segunda Icy dc Newton) 

F = ma 

donde la constante dc proporcionaiidad entre la fuerza y la acelera¬ 
cion es la constante denominada masa m. La aceleracion es la razon 
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de cambio de la velocidad, es decir, (dv/dr) y la velocidad v es la ra- 
zon de cambio del desplazamiento x, es decir, (v = dv/d/). Asi 


„ dv d(ch*/dO d 2 x 

dt dt dr 


[3] 


Para estirar un resorte, acelerar la masa y mover el piston en el 
amortiguador se reqniere energia; no obstante, en el easo del resorte 
y la masa se obtiene energia de regreso* pero con el amortiguador 
esto no es posiblc. Cuando el resorte se estira almacena energia quo 
se libera cuando el resorte reeupera su position original. La energia 
que se almacena cuando existe uri estiramiento x es / 2 kx". Dado que 
F - kx, la energia se puede expresar como 


£=- 


2 k 


[ 4 ] 


Tambien hay energia almacenada en la masa cuando se mueve con 
una velocidad v; esta energia es la que se denomina energia cinetica, 
y se libera cuando la masa deja de nioverse 


E = / 2 mv : [5] 

Sin embargo, no hay energia almacenada en el arnorliguador, yaque 
este no regresa a su posicion original cuando no hay fuerza de entra- 
da. El amortiguador disipa energia en lugar de almacenaria, la poten- 
cia r, disipada depende de la velocidad v, y esta dada por 


P - ov 2 [6] 

El resorte*, el amortiguador y la masa sun los bloques funcionales 
para sistemas mecanicos donde las fuerzas y desplazainlentos linca- 
les estan relacionados sin rotacion alguna. Si hay rotacion, entonces 
los tres bloques funcionales cquivalcntcs son un resorte torsional, un 
amortiguador rotatorio v cl momento de incrcia, cs deeir, la incrcia 
de una masa rotatoria. Con tales bloques funcionales las entradas 
son pares y las salidas son desplazamientos angulares, Con un resor¬ 
te torsional el desplazamiento angular Acs proportional al par T. Por 
lo tanto 


T - kd 


[7] 


Con un amortiguador rotatorio , un disco gira en un fluido y cl par 
resistivo T esproporcional ala velocidad angular m y dado que la ve- 
locidad angular es la tasa de cambio del desplazamiento angular, es 
decir, d$/dt> 


T = co) = c 


m 

dt 


[ 8 ] 


El bloque funcional del momento de inercia posee la propiedad de 
que mlentras mayor sea el momento de inercia /, mayor sera cl par 
para productr una aceleracion angular a . 
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T = Ia 


AsL debido a que la aceleracion angular es la razon de cambio dc la 
velocidad angular, es decir, dco/dt, y la vclocidad angular cs la razon 
de cambio del dcsplazamiento angular, entonces 


T _ I do> _ J d(dO/dt) _ d 2 9 
dt d/ df 2 


[9] 


El resorte torsional y la mas a rotatoria almacenan energia, el 
amortiguador rotatorio solo la disipa. La energia que almacena un 
resorte torsional cuando este se de forma en un desplazamiemo angu¬ 
lar 0 es /kd" y. puesto que T - k0 } se puede escribir como 



[ 10 ] 


La energia que almacena una rnasa rotatoria con una velocidad an¬ 
gular to es la energia cinetica E, donde 

E-'/fa 2 [11] 

La potencia disipada por el amortiguador rotatorio P, cuando gira a 
una velocidad angular to cs 


P=c(0 2 [12] 

La tabla 2,1 resume las ecuaciones que definen las caracteristicas 
de los bloques funcionales mecanicos cuando hay, en el caso de des- 
plazamicntos lincales (denominados traslacionales), una fuerzaEde 


Tabla 2.1 Caractensticas dc los bloques funcionales mecanicos 


Blague funcioual 

Ecuaciun descrip tiva 

Energia almacenada/ 
potencia disipada 

Almacenamienin de 
energia 



Resorte traslaciortal 

F=kx 

eDE 

2 k 

Resurle torsional 

-it! 

II 

eDJI 

2 k 

Masa 

d 2 a 

1 — m - 

dr 

E — \ mv~ 

Momento de inercia 

c\t 

E-gw 1 

Disipa cion de energia 



Amortiguador 

traslaeional 

F-c± 

dt 

P = cv 1 

Amortiguador 

rotacional 

r df? 

dt 

P = c(0 2 
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cnlrada y un desplazamiento .v de salida, y en el caso rotacional un 
par T y un desplazamiento angular 6. 


Formation de un modelo 
para un sistema mecanico 


En esencia, muchos sistemas pueden considcrarsc una mas a, un re- 
sorte y un amortiguador dispuestos en la manera que mucstra la figu- 
ra 2.4. Para evaluar la relacidn entre la fuerza y el desplazamiento 
del sistema se adopta un procedimiento que solo cotisidera una masa 
y las fuerzas que actuan sobre ella. Un diagrama de la masa y las 
fuerzas que actuan sobre esta se conoeen como diagrama de cuerpo 
litre. Cuando varias fuerzas actuan en forma simultanea sobre un 
cuerpo, su equivalente resultante se puede encontrar mediante adi- 
cion vectorial. Si todas las fuerzas actuan sobre la misma Hnea o li- 
neas paralelas, sigmlica que la fuerza resultante o neta que actiia so¬ 
bre el cuerpo es la suma algebraica. Asi, para la masa en la figura 
2,4, si solo se consideran las fuerzas que actuan sobre esc bloque, la 
fuerza neia aplieada sobre la masa es la fuerza aplicada F menos la 
fuerza resultante del estiramiento o compresion del resorte menos la 
fuerza del amortiguador. De este modo, segiin las ccuaciones [1] y 
[ 2 ] 


Puerza ncta aplicada a la masa m - F - kx - cv 

r 1 dr 

= F - kx - c — 
dt 

donde v es la vclocidad con la que el piston en el amortiguador y, per 
lo tanto, ia masa sc muevem Esta fuerza neta es la fuerza aplicada a 
la masa que hace que esta sc acclcrc. Asi, al emplear la ecuacion [3] 

i-ii d 2 .v 

Fuerza ncta aplicada a la masa = ma- m —- 


I 




Fuerza debida al resorte 




■H! 




Fuerza debida Desplazamiento x 
al amortiguador 


tntrada, h 


Sistema 

masa-resouo- 

amortiyuadui 


Salida, 


x 


Porlo tanto 



dr d 2 .v 

F - kx 

— c — -m —- 


d/ dr 

d".Y 

dv , „ 

m —- 

; c. — 4 -kx = F 

dr 

dt 


Fsta ecuacion, denominada ecuacion diferencial, describe la rela¬ 
tion entre la fuerza F, de entrada al sistema y el desplazamiento a\ de 
salida. 

En general esta ecuacion sc escribe de diferente forma, las cons- 
tantes m, c y k sc rcemplazan por otras constantes del sistema. En la 
ausencia de amortiguamiento una masa m, en el extremo dc un resor- 
tc oscilarta en forma libre con una frecuencia natural a) it dada por 


Figura 2.4 Sistema masa-resorte- 
amortiguador 


0) r = yikfm) 
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Sin embargo, el movimiento cs amortiguado, sc cmplca u n factor de 
amortiguamiento relativo q, para dcfinir el grade de amortigua- 
miento. Este fader de amortiguamiento relativo (vea el capitulo 3 
para una explication de esta relation) esta dado por 


2 yl(mk) 




| Salida, despiazamiGnto 
Masa 


□1 


>o 

L 


Piso (tierra) 


Entrada. fuerza 


Salida, desplazamianto 


'l Masa del 
) automovii 



_^L 


Masa de la 
suspension 


^Suspension 


Manta 

JvO 


>o 




Camino 


Asi, la ecuacion se convierte en 


1 d 2 x 2 r Q dr . a _ F 
co: dl 2 (o ti dr k 


[14] 


Existen muchos si stem as que sc forman a parti r de la combina¬ 
tion de bloques funcionales del resorte, el amortiguadur y la masa. 
La figura 2,5a muestra el modelo para una maquina montada sobre 
el piso, cl cual es una base para el estudio de las perturbaciones del 
piso sobre ios desplazamicntos de la bancada de la maquina. En la fi 
gura 2.5b se ilustra el modelo para la rueda y suspension dc un 
automovii o camion que se puede nsar para cstudiar el comporta- 
miento que se puede esperar cuando cl vehiculo se conduce sobre un 
camino lleno de baches y, por lo tanto, como una base para disehar la 
suspension del vehiculo. El procedimiento que se adopta para el ana- 
lisis de tales modelos es justamente el mismo que sc empleo para el 
sistema sencillo niasa-rcsorte-amortiguador. Para cada masa en el 
sistema se dibuja un diagram a de cuerpo libie; dichos diagrairias 
muestran cada masa de iriariera independiente solo con las fuerzas 
que actuan sobre cada una de el las. Asi, para cada masa, la fuerza re¬ 
sultant? que actua sobre esta sc iguala al producto dc la masa por la 
aceleracion a la cual esta sujeta. 

Para si stem as rotac ion ales se pueden construir modelos si mi la¬ 
res. Para evaluar la relacion entre el par y cl desplazamiento angular 
del sistema el procedimiento que se adopta es eonsiderar solo un blo- 
que de masa rotacional y solo los pares quo actuan sobre esc cuerpo. 
Cuando varios pares actuan en forma simultanea sobre un cuerpo, cl 
par resultantc equivalente se puede obtener por la adicion de dichos 
pares en la que se tienc cn cuenta la direction dc cada uno de ellos. 
Asi, un sistema esta form ado por un par que sc emplea para hater gi- 
rar la masa sujeta al extremo de un eje (figura 2.6a), y sc puede re- 
presentar por cl diagram a de bloques funcionales rotation ales de la 
figura 2.6b. Esta situation es comparable a la que antes se analizo 
(figura 2.4) paradesplazamientos lincales, v se obtiene una ecuacion 
similar a aquellas dadas por las ecuacloncs (7) y (8), a saber 


Entrada, fuerza 


£0 


, d 2 0 dO 

1 - i o— 

d/ 2 d / 


kO = T 


fl5] 


Figura 2.5 Ejemplos de modelos 
mecanicos: a) una maquina montada 
sobre el piso, b) la rueda de un 
automovii o camion que se conduce 
sobre un camino 


_l_d 2 0 
tol dr 


2t. dO n T 
to „ dr k 


[16] 


doudecj , es la frecucncia natural de rotation y £ el factor dc amorii- 
guamiento relativo para movimiento angular, defmidos como 
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Angulo de despie2anaiento 


t£je 


rrr 


Par 

T 

\ 


Ti_J 



Par 

T 


Figura 2.6 a) Girar una masa sujeta 
al extremo de un eje, b) modelo de 
bloques 


CD,, = % /(*//) 

y 

2yj (Ik ) 


Ejemplo 1 

Obtener la ecuacion diferencial que describe la relation erure la 
fuerza de entrada F, y el desplazamicnto dc salida x, para el sistema 
de la figura 2,7. 


Respuesta 

La fuerza neta aplicada a la masa es F men os las fuerzas resislivas 
gcneradas por cada resorte. Puesto que estas existen, mediante la 
ecuacion (1), k { x y k 2 x, entonces 

Fuerza neta = F - k,x ~ k,x 


Debido a que la fuerza neta hace que la masa se acclcrc, entonces, 
empleando la ecuacion (3) 


Fuerza neta = m 


d ~x 

'dt 7 






Masa 


a 


Desplazamiento x 


Figura 2.7 Ejemplo 1 


Porlotan to 

m = F - k,x - k-,x 
dr 

:,+k,)x=F 

dr 

Ejempio2 

Obtener la ecuacion diferencial que describe el movimiento de la 
masa que muestra la figura 2.8 cuando se aplica una fuerza F, 


Respites la 

El primer paso es considerar solo la masa m r y las fuerzas que actuan 
subre esta (figura 2.9). Existen las fuerzas gcneradas por los dos re¬ 
sorte s. La fuerza gcncrada por cl resorte dc la parte inferior es resit!- 
tado de la deform a cion del resorte; la cantidad que se de forma es 
(x { -x 2 ). Asi, la fuerza es A, (x i - x 2 ). La fuerza que genera el rcsor- 
te de la parte superior se debe a que el resorte se defonna por 
(je 2 - jc 3 ) y, de este modo, la fuerza es k 2 (x, -x 2 ). De esta manera, 
la fuerza neta que actua subre la masa es 


Fuerza neta - A', (a : - x i ) - k 2 (a, - x 2 ) 

Esta fuerza neta lograra que la masa se acelere, Por lo tanto 

m = A, (x 2 - .v,) - k, (x , - .t,) 

d; 
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l 


m. 



*> i 


n h 



M 


F 


Figura 2.8 Ejemplo 2 


Figura 2.9 Ejemplo 2 

Bloques funcionales de 
sistemas electricos 


Pero la fuerza que causa el estiramiento de resorte de la parte inferior 
es F. Dc este mode, 

F =k ] (x 2 -JC,) 

Por lo tanto, la ccuacion se puede escribir como 
m 4- k. (.v - a\ ) = F 

dr 


Ejemplo 3 

Se emplea un motor para hacer girar una carga, Crear un modelo y 
obtencr la ccuacion diferencial respective. 

Respites t a 

Esta es, cn esencia, la situation que describe la figura 2.6a y cl mo¬ 
delo correspondiente, el que se describe en la figura 2.6b. La ecua- 
cion diferencial es la que describe la ecuacion [9]. es decir, 

j^ + c ^ + k0 -T 
dt “ dt 

Fuerza que genera el 
resorte de la parte superior 


Fuerza que genera el 
resorte de la parte interior 


Los bloques funcionales basicos de sistemas electricos pasivos son 
inductores, capacitores y rcsistores. Para un inductor , la diferencia 
de potcnciai v, a traves de este en cualquier instante dependc de la 
tasa de cambio de la corriente (d i / dr) que fluye por el. 

v = i-' [17] 

di 

donde L es la inductancia. La dircccion de la diferencia de potencial 
es la opuesta a la direcoion de la diferencia dc potencial empleada 
para hacer fluir la corriente por el inductor; por lo tanto, se denomina 
fuerza eontraelectromotriz. La ccuacion se puede rescribir para 
obtener 

itifvd/ [18] 

L J 

Para un capacitor } la diferencia dc potenciai a traves de este depende 
del cambio de carga q, entre las places del capacitor en el instante 
considcrado. 


2 

> 


i 
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v = c [19] 

donde C cs la capacitancia. Pueslo que I a corricnte /, hacia el capaci¬ 
tor o desde cste es la tasa a la cual se mucve la carga hacia las placas 
del capacitor o desde estas, cs decir, 

d/ 


cntonces la carga total q, entre las placas del capacitor esta dada por 

q=\iA, 

y asi, la ecuacion (19) se puede escribir como 

v = ij/d/ 120J 

De otro mo do, puesto que v = q i C, entonces 
dv _ 1 d q 

dt ~ C d7 


y asq debido a que i - d q / d t, entonces 


i~C — 

dt 


[ 21 ] 


Para un resistor, la difercncia de potcncial v, a traves de cstc en 
cualquier instante depende de la corrieute L que fluye por el. 

[ 22 ] 

donde R es la resistencia. 

Tanto el inductor como el capacitor almacenan energia, la cual 
puede liberarse despues. Un resistor no almacena energia, solo pue¬ 
de disiparla. La energia que almacena un inductor cuando hay una 
corricnte i es 


E = \Li 2 [23] 

La energia que almacena un capacitor cuando hay una diferencia de 
potencial v, a traves de este es 

E = \Cv 2 [24] 

La potcncia P , que disipa un resistor cuando hay una difercncia de 
potencial v, a traves dc cste es 


P = 


1 


— v 
R 


P5] 


La tabla 2.2 resume las ccuaciones quo definen las caracterfsticas 
de los bluques funcionales electricos cuando a) la entrada cs corrien- 
te y la salida es una difercncia de potencial, y b) cuando la entrada es 
una diferencia de potencial y la salida cs una corricnte. 
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Formacion de un modeio 
para un sistema eiectrico 


K, i, A I, R; 



B 


Figura 2.10 Circuito para iiustrar el 
analisis de nodos 


Tabla 2.2 Caractcristicas de los bloqucs funcionales electricos 

Bloquefuncional Ecuacion descriptive! Energia almucenuda/ 
a) h) pofendn di si. pad a 

Energia ahnacenada 


Inductor 

r d/ 

v - L — 
d t 

i - — 1 vdr 

L * 

E=Ur 

Capacitor 

v - — 1 idt 

C J 

■ r dv 
! ~ C - 

dr 

E — y C V’ 

Energia disipada 




Resistor 

v = Ri 

V 

P =— V 2 

R 


Las ecuaciones que describen cbmo se pueden combiner los bloques 
fuiicionales electricos son las leyes de Kirchhoff. las cualcs se pue- 
den expresar corao: 

a) Ley L La corriente total que fluye hacia una union es igual a la 
corriente total que fluye desdc esa union, cs deeir, la suma alge- 
braica de las corricntes en la union es cero. 
h) Ley 2. En un circuito ccrrado o malla, la suma algcbraica de las 
diferencias de potencial a traces de cada parte del circuito es 
igual a la fuerza electromotriz (f.c.nu) aplicada. 

Una forma convenienle de utilizar la ley 1 es el llamado andhsis de 
nodos, puesto que la ley se aplica a cada uno de los nodos principales 
de un circuito; un no do es un pun to de union o conexion entre blo¬ 
ques funcionales o elementos del circuito y un nodo principal es 
aquel cn cl que se encucntran tres o mas ramas del circuito. Un modo 
convenicnte de utilizar la Icy 2 cs cl llamado analisis de wallas, dado 
que la Icy se aplica a cada una dc la mallas; una mall a cs una Irayec- 
toria cciaada que no comienc ninguna otra traycctoria ccrrada. 

Para iiustrar el uso de estos dos metorios de analisis para generar 
rclacioncs funcionales, considcre el circuito que muestra la figura 
2.10. Ln cste ejcmplo ilustrativo todos los componentes son resisto- 
rcs. Con cl analisis de nodos se cligc un nodo principal, punto A de la 
figura, cuyo voltajc esta dado poi un valor v A con rcfercncia a otro 
nodo principal quo se haya elegido como referencia. En este caso 
convienc eleuir al nodo B como la rcicrencia. Asi, se consideran to- 
das las corrientes que outran y salen del nodo A, y cntonces, dc 
acuerdo con la prim era Icy de Kirchhoti, 

/, = d -i- b 

La corriente que pasa por R-. es ; L , y puesto que laditcrcncia de poten¬ 
cial a traves dc cs (v - v A ), cntonces 

i.R, = v - v. 



46 Mnde'ns de sistemas 





Figura 2,11 Circuito para jiustrar el 
anailsfs de mallas 


La corriente que pasa por R 2 es i 2 y, dado que la diferencia de polen- 
cial a traves dc R 2 es v A , entonces 

= v A 

La corriente i, pasa por /? 3 on serie cun /? 4 y hay una diferencia de 
potencial de v A a traves de la combination. Por 1o tanto, 

h(R 3 +R 4 )-v x 

Ash al igualar las corricntes, se obtiene 

V ~ V A V A , 

R { R 2 R } +R a 

Para ilustrar el analisis de mallas para ci circuito que representa ia 
figitra 2.10, a menudo conviene suponer que hay corrientes que tir- 
culan en cada una de la mallas en la forma que muestra la figura 
2.11. Entonces sc apliea la segunda ley de Kirch huff en cada maila. 
Dc este modo, para la malla en la que cireula la corriente pnesto 
que la corriente que pasa por R [ es i. y por R 2! (i l - n), entonces 

v - i\R l + (>i - i 2 )R 2 

v = /,(/?, i R 2 )-i ? R, 

De modo similar, para la malla en la que circula / 2 , pucsto que no 
cxiste fuente de f.e.m., entonces 

0 = UR, +i 2 R. -f(/ 2 

Al reordenar la ecuacion. se obtiene 


Mi? 3 + ^ RR) = j ] R 2 


Por lo tanto, al sustituir d, a parlir de esta ultima ecuacion, en la 
ecuacion de la primera malla se tiene 




A*; 

i R 4 + Rj 


, + R { R 7 +R 7 R, + 

En general, cuando el niimero de nodos en un circuito es men or que 
cl niimero dc mallas es mas sencillo emplear el analisis de nodos. 

Un sistema electrieo sencillo consta de un resistor y un capacitor 
en serie, como mucslra la figura 2.12. Al aplicar la segunda ley dc 
Kirchhoff a la malla del circuito resulta 


V - V R ! V r 

donde es la diferencia dc potencial a traves del resistor y v r? la di¬ 
ferencia de potencial a traves del capacitor. Pnesto que el circuito 
solo tiene una malla, la corriente que pasa por todos los elementos 
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. ;Oaje 
ai.icado 



1 


Figura 2.12 Sistema 
r esistor-capacitor 


del circuito sera la rnisrna, i. Si la salida del eireuitu es la diferencia 
de potential a traves del capacitor, iy, entonccs, de acuerdo con las 
ecuaciones [21] y [22], iy = iR e / = C(dv c / d/), 

v = iR + v c 


v = itc^ + v, [ 26 ] 

d; 

Esta ecuacion cstablece la relacion entre la salida iy y la entrada v. 

La figura 2.13 mucstraun sistema resistor-inductor-capacitor. A1 
aplicar la segunda ley de Kirchhoff a la malla de este circuito 


.: :aje 
cado 




Figura 2.13 Sistema 
-esistor-inductor-capacitor 


V - V* 4- V, + V c 

donde v R , v f y v r son las diferencias de potencial a traves del resis¬ 
tor, inductor y capacitor, rcspcctivamente. Puesto que solo existe 
una malla, la corriente i sera la misma para todos los elementos del 
circuito. Si la salida del circuito es la diferencia dc potcncial a traves 
del capacitor v c , eiitunces, de acuerdo con las ecuaciones [21] v [17], 
v, ? - iR y v L - L(di!dt) 


v = iR+L 


d/ 

d/ 


+ v c 


Pero ? de acuerdo con la ecuacion [22] 


/ - C 


dry 

d t 


R, A R 2 



Figura 2.14 a) analisis de nodos, 
b) anaiisis de mallas 


De este modo 

d/ d(diy / djf) _ d 2 v r . 

dr dr d / 2 

Por lo tanto 


, RC ^ +LC ^ 

d / dr" 


+ V r 


[27] 


La figura 2.14 muestra un circuito electrico con dos mallas. Pri- 
mero se apiica el anaiisis de nodos para deternnnar la relacion entre 
la diferencia dc potcncial a traves del capacitor vy y el voltaje de en¬ 
trada v. El punlo A de la figura 2.14cr se elige como un nodo con un 
potencial v A en relacion al nodo B. Para el nodo A 

/,=/,+/, [28] 

La diferencia dc potcncial a traves de R { es (v vy), de esta man era 

'|A = V - V A 

La diferencia dc potencial a traves dc C\ cs v, I? por lo tanto, la ccua- 
cion [21] da por resultado 


vArt.':ru: ’o 
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d t 


La corrientc /, produce un aumento en la difercncia depotencial v r a 
traves de C 2 , por lo tanto, la ecuacion [21 ] da 



For lo que la condicion para las corrientes cn cl nodo A 5 ecuacion 
[28], se convicrtc cn 


v ~ ^ 
R, 


= C 2 


dv r 

dt 




dV A 

d i 


[29] 


La difercncia dc potencial a traves dc la combinacion cn serie de R 2 
y C 2 es v. f , por lo tail to 


= h R 2 + v c 


dr 

AI difcrenciar csta ccuacion se obtiene 




d^ dr d t 

Por lo tanto, al sustituir v A ydv A idt en la ccuacion [29], da por resul- 
tado 


v R 2 C 2 dv c 

R ] R [ dt 
Por lo tanto 




dt 


d r 


dt 


d_ 2 v c . f ^,Ci +R l C z +R 2 C 2 "]dv c 1 
dr 2 R x R 2 C x C 2 j dt~ + R t R 2 C l C 2 V 


v 


[30] 


La ecuacion anterior tambien sepucdc obtcncr mediante el anali- 
sis dc mallas del circuito, como en la figura 2.14b. Para la malia con 
corrientc /], la segunda ley de Kirchhoff da por resultado 

v = +2- j0‘i - i 2 )dt 

Esta ecuacion se puede reordenar para oblener 

v = / i J? i + d-pi d/ - 2 -f': d ' [ 31 J 

L-| - C 2 

Para la malla en la que circula la comente b, la segunda ley de Kir¬ 
chhoff da por resultado 

0 = i 2 R 2 1 v f + 2- J{/, - i')d< 



Formacion de un modelo para un sistema electrtco 49 


Esta ecuacion se puede reordenar para obtener 

0 = i 7 R 1 + v t . + — f U dr - — f i, dr 

" ‘ C x J ‘ C, J 

Por lo tanto 

i,=C^ 


[32j 


’c =— J/,df 

c j - 


entonces, ia ecuacion (32) se puede escribir coma 


0 = /?,c,^ + iv +- C -’ Vc 


dr C { C, 

At diferericiar esla ecuacion sc obtiene 

o=*,c^ + ^ + ^-A 

dr dr C l dr C 1 

For lo tanto 

i, =/ccx\ ^10 + (C, i co— 

‘ dr d t 

Con esta ultima ecuacion, al suslituir /, en la ecuacion (31) da 

v = a^,c,c, + (c, - co— + r,c, Ai 

dr " d/ " ‘ df 


(C, +CQ 
C, 




Pero 



V V =^- .M 

Por lo tanto, al reordenar, esta ecuacion se convicrte en 
d 2 v r ( R,C.+R,C\+R,C, )dv.. 1 

dr V H,R 2 C l C 2 j At R i R 1 C i C 1 

_ V 

la cual es identica a la ecuacion (30) que se obtuvo mediante el anali- 
sis de nodos. 

Ejemplo 4 

Obtcncr la relation entre la salida. la difcrcncia dc potcncial a traves 
del inductor, vy, y la enlrada w para el circuito que muestra la figura 
2,15. 


Figura 2.15 Ejemplo 4 
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Respuesta 

Al aplicar la scgunda ley de Kirchhoff a la malla del eircuito, se tiene 
entonccs 


v = v * + A 

dondc v R es la diferencia de putendal a traves del resistor R y v L la 
diferencia de poteneial a Traves del inductor. De acuerdo con la ecua- 
cion [31]. iq = iR, entonccs 

v = iR + v, 

Dc acuerdo con la ecuacion [18], se tiene 

/ = - fv, dr 
L J ' 

entonccs 

R r , 

v = -Jv,.d/ + v i 


R /, A i 2 



Figura 2.1 G Ejemplo 5 


Ejemplo 5 

Obtener la relaeion entre la salida, la diferencia dc poteneial a traves 
del capacitor C dc v e , y la entrada v para el eircuito que muestra la fi¬ 
gura 2,16, 

Respuesta 

Al emplcar el analisis de nodos, el nodo B se elige como nodo dc re¬ 
ferenda y el nodo A tendra tin a diferencia de poteneial vy con refe¬ 
renda a B. Si al nodo A sc aplica la Icy 1 dc Kirchhoff da por resuita- 
do 

L = A - /, 

Pern 



'•‘ih* 

i, . c ^ 
d/ 


Por lo tanto 

v ~ v. 




R dc 

Pero v c = v A . Por lo tanto, al reordenar sc obticnc. 


v = RC 


dv,- 


■ 4- v,. 4- - 


R 




[33] 


d t L 

La respuesta tambien se puede obtener mediantc el analisis de ma- 
llas (figura 2.17). Asi, para la malla en la que circula la corriente 
se tiene 

d (q — 1 2 ) 


v = R i + L - 


d t 


Figura 2.17 Ejemplo 5 


[34] 
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Analogias electricas y 
mecanicas 


Para la malla cn la que eircula la corricntc u 




h i 

At 


Pori o tanto 

, d(i, - 0 _ T dQ i 
c At df 

Asi, la ecuacion (34) se convicrte on 


v = Ri { + v r 

A1 intcgrar la ecuacion (36) sc obtiene 
fvyd/ --Z(/' 2 -0 


. r ^y 
d/ 


For lo tanto 


* dvy ,. 

|v f d/=-lC-y-iJ 1 

J dr 


[35] 


[36] 


[37] 


y asi 


<-7l 


d t-rC- 


, dv. 


L J At 

De este modo, at sustituir i] en la ecuacion (37) 


dvy 


> = - [v c d/ + RC^-i w 

/' J dr 


la cual es la misina que !a ecuacion (35) que se obtuvo mcdiante el 

analisis de nodus. 


I os bloques funcionales para sistemas electncos y mccantcos tienen 

muchas similitudes. Por ejemplo, el resistor electnco no almacena 
energia sino que la disipa, siendo i la corricntc que pasa por el rests- 

tor y que se exp res a como 
. _ v 

donde R es^una constauie, y la potcncia P disipada esta dada por 


La analogia mecanica del resistor es cl amortiguador. Hste elemento 
lampoco'almaeena energia, la disipa; la relacton entre la iuer/.a t > 

la vdociclad v\ esta dada por 


F^cv 
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Tabla 2.3 Bloques funcionales analogos clcctncos y mecanicos 

Bloque funcionat 

Ecuaciim 

descriptive! 

Energia/ 

potencia 

CA* 

Almacenamiento de energia 




Inductor 

i = — f V’d/ 

L J 

21 

ii 

1 

L 

Resorte traslacional 

.1 

*- 

u. 

ii 

*- 

eg 

2 k 

k 

Resorte torsional 

r =*£) = *• jeudf 

1 T 2 
E=~ — 

2 k 

k 

Capacitor 

l-C* 

d t 

E=±Cv 1 

C 

Mas a 

ii 

txj cy 

II 

eyjcy 

E - 2/hv'" 

m 

Momento de inercia 

dr dr 

E = ‘ ko L 

I 

Disipacion de energia 




Resistor 

V 

( = 

R 

P --v 2 

R 

1 

R 

Amortiguador traslacional 

F =cv 

P ~ c v~ 

c. 

Amortiguador rotational 

T - an 

P - car 

c 


* Constante aniioga. 


\\\ \ \\\\\\ \\\ \ 


F 




I 

r 


Resorts 1 


Resorte 2 


F 

a) 



Figura 2.18 Anatcgias mecanica 
y electrica 


donde c es una constante, y P, la potencia disipada esta dada por 
P = cv 2 

Ambos conjuntos de ecuaeiones presentan formas similares. A1 
cnmpararlaSj si se tnma la corriente cnmo una cantidad analoga a la 
fuerza, entonces la diferencia de potencial es analoga a la velocidad 
y la constante c del amortiguador es el reciproco de la resistencia, es 
dccir, (1/72). Estas analogias cntrc corricntc y fuerza, difcrcncia dc 
potencial y velocidad se mantienen para otros bloques funcionales. 
La tabla 2.3 presenta las ccuacioncs analogas. 

Considere la analogia electrica para dns resortes en serie. conic 
muestra la figura 2.18a. Cuando la fuerza F se aplica al arreglo, en- 
tonces la fuerza que actua sobre cada resorte es la misma, a saber F, 
El cquivalentc clcctrico dc la fuerza cs la corricntc i y los cquivalcn- 
tes de los resortes son inductores. Puesto que cada uno de los resor¬ 
tes experimenta la misma fuerza, entonces deb era fluir la misma 
corriente por cada nno de los inductores. Esto solo puede ser si los 
inductores equivalentes estan en scrie (figura 2.18b). Para el resorte 
1 el cquivalentc dc /q cs una inductancia del / Lp para el resorte 2, k 2 
cs cquivalentc a 1 / 

Paia dus resortes en paralelu (figura 2.19a), la fuerza que experi¬ 
menta cada uno de el los debe ser igual a la fuerza total F< es decir. 
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# * 

F i 

*> b) 


Figura 2.19 Analogias mecanica 
y electrica 


F = F l+ F 2 

La equivalence de esto es 
i ~ i j + L 

De este modo, la eorriente total debe ser igual a la suma de las co- 
rrientes que fluyen por los inductores equivalentes. Esto solopuede 
ser euando los inductores estan en paralelo (figura 2.1 9b). Para el re- 
surte 1, el equivalentc deA t esuna inductancia del / L r para el resor- 
te 2 k 2 es equivalente a 1 ! L 2 . 

La figura 2.20a inuestra un si stem a mecanico forma do por un re- 
sorte y una masa. La fuerza neta que actua sobre la masa es 


wwwwvww ,_ I 



F 

Figura2.20 Analogias mecanica 
y electrica 


r-' 


£=□ c 



Figura 2.21 Analogias mecanica 
y electrica 


Fuerza neta que actua sobre la masa 

- F - Fuerza netagenerada por el resorte 

Dc cstc modo 

F = fuerza neta generada por el resorte 
+ fuerza neta que actua sobre la masa 

Esto tiene un equivalente electrico, puesto que un inductor es equi¬ 
valente a un resorte y un capacitor a una masa, de 

i - eorriente que pasa por el inductor 
+ eorriente que pasa por el capacitor 

Esta situacion solo se da si los componentes estan en paralelo. Asi, la 
analogia electrica es como muestra la figura 2,206. 

La figura 2.21 ilustra un sistema mecanico formado por un resor¬ 
te, un amoitiguador y una masa. La fuerza neta que actua sobre la 
masa es 

Fuerza neta que actua sobre la masa = F 

- fuerza generada por cl resorte 

- fuerza generada por el amortiguador 

Asi 

F = fuerza neta que actua sobre la masa 
+ fuerza generada por cl resorte 
+ fuerza generada por el amortiguador 

Este sistema tiene un equivalente clectrico, puesto que un inductor 
es equivalente a un resorte, un capacitor a una masa y un resistor a un 
amortiguador, de 

i - eorriente que pasa por el capacitor 
+ eorriente que pasa por cl inductor 
+ eorriente que pasa por el resistor 

Esto solo puede ser si los componentes estan en paralelo. De este 
modo, la analogia electrica se muestra cn la figura 2.216. 

La analogia entre eorriente y fuerza es una de las mas utilizadas. 
No obstante, se pueden estableccr otras analogias entre diferencia de 
potcncial y fuerza. 
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Masa m 


F 

Figura 2.22 Ejemplo 6 



Rama 1 Rama 2 


Figura 2.23 Ejemplo 6 


Ejemplo 6 

Dibujar cl circuito electrico equivalente al sistcrna mccanico que 
ilustra la figura 2,22. 

Respites! a 

Sobre el resorte k ] y el amortiguador c, actua Ja mi stria fuerza, de 
modo que en el circuito electrico equivalente debe fluir la misma co- 
rriente por los componentes equivalentes, un inductor y un resistor. 
La fuerza neta que actua sobre la mas a es 

Fuerza neta que actua sobre la masa = F 

- fuerza generada por la ram a 1 

- fuerza generada por la rama 2 

Por lo tanto 

F = fuerza neta que actua sobre la masa 
I fuerza generada por la ram a 1 
+ fuerza generada por la rain a 2 

El equivalente electrico de la masa cs un capacitor. El componente 
en la rama 2 es un amortiguador y su equivalente electrico cs un re¬ 
sistor. Por lo tanto 

i - corrlente que pas a por el capacitor 
^comerUe que pasa por la rama 1 
a- corrientc que pasa por el resistor 2 

El capacitor, la rama 1 y cl resistor 2 deben estar eri paralelo. Por lo 
tanto. cl circuito es como muestra la figura 2.23. 


Bloques funcionales de 

sistemas fluidicos 


Entrada, 


razon de flujo 
volumetrico 


Bloque 

tunciona! de un 
sistoma fluidico 


Saiida, 


diferencia 
de presion 


Figura 2,24 Bloque funcionai de 
un sistema fluidico 




Figura 2.25 Ejomplos dc 

fesistencias hidraulieos 


En sistemas de flujo dc fluidos existen tres bloques funcionales, los 
euales sc pueden considcrar equivalentes dc la rcsistcncia, la induc- 
tancia y ia capacitancia. Para estos sistemas (figura 2,24) la entrada, 
el equivalente de la corricnte eleetrica, es la razon dc flujo volume - 
trlco q } y la salida, el equivalente de la diferencia de potencial 
electrico. es la diferencia de presiones, (/q - p 2 ). Los sisieirias flui¬ 
dicos sc pueden considcrar en dos categorias: los hidraulicos son 
aquellos en los que el fluido es un liquido que sc considcra incom- 
presible y los neumutico.K son los que su fluido es un gas que puede 
ser eompresible y pro sen la cambios de den si dad. 

La res is tenet a hid raid tea cs la rcsistcncia a fluir quo sc present a 
como resultado de un flujo de liquido a traces de valvulas o cambios 
de riiametm de las tube ri as (figura 2,23), I. a re lac ion c litre la razon 
de flujo volumetrico q del liquido a traces de un elemento resistive y 
la resultante diferencia de presiones (p { - pd) es 

Pi - P: R <7 F3S1 

donde R es una constants llamada rcsistcncia hidraulica. A mayor 

resistencia bidraulica mayor es In diferencia de presiones para dar 
una razon de flujo. 

Capacitancia hidraulica cs cl term!no que so emplea para dcscri- 
bir cl almaccnamicnto de cncruia con el liquido. donde csta sc alma- 
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Figura 2.26 Capacitancia 
hidraulica 


cena en forma dc cncrgia potential. La altura de Hquido cn un conte¬ 
nt: dor (figura 2.26), que se denomina carga de pres ion, cs una forma 
de die ho almacenamienlo. Para esta capacitancia, la tasa de cambio 
del volumen Fen el conlenedor, es dccir,dF/df, es iguala la diferen- 
cia entre la razon de flujo q ] a la que el flu id o entra en el c on ten c dor, 
y la razon de flujo cp a la que deja el contenedor. 

dV 


Pero V = Ah, donde A es el area de la section transversal del conte¬ 
nedor y h la altura del fluido en el. Por lo tanto 




d(v4/i) ^ dh 

d t~ ' d7 


Pero la difcrencia dc presiones entre la entrada v la salida es p, donde 

p=>>pg 

donde p es la densidad del liquido y g la aceleracion debida a la gra- 

vedad. Asi. 




4 d(p/pg) = _A_Ap 

dr pg dr 


si sc eonsidera que el liquido cs incompresible, es decir, su densidad 
no cambia con la presion. La capacitancia hidraulica C sc define 
como 

C=A [39J 

Pg 


Dc este modo, 


<?i 


dr 


[40] 


A1 integral' esta ecuacion se obtienc 

P = 7 J (?,-<y 2 )d« t 41 ] 

La inert ancia (inercia) hidraulica es el equivalcnte a la inductantia 
en sistemas elcctricos o a un resorte cn sislemas mecanicos. Para 
acclerar un fluido y asi incremental" su vclocidad se requiere una 
fuerza. Considere un bloque de liquido de masa m (figura 2.27). La 
fuerza ncta que actua sobre cl Hquido es 


area de la scccion transversal A 


; =a A 


= P : A 


Figura 2.27 Inertancia hidraulica 


Fy ~F 2 = p } A - p 2 A - (p ] -P 2 )A 

donde (p ] - p ~.) es la diferencia de presiones y A cs cl area de la sec¬ 
tion transversal. La fuerza neta propicia que la masa se aeelcre con 
una aceleracion a, y asi 

( p. - p 2 )A = ma 

Pero a es la tasa de cambio de la velotidad dv/d t, por lo tanto 
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(Pi -pi) A =f”^r 
d / 

Pero la masa del liquido considerado tiene un volumen AL, donde L 
es la longitud del bloque de liquido o la distancia entre los dos pan¬ 
tos en el liquido donde se miden las presiones p ] y p 2 . Si el liquido 
tiene una densidad p , entonces m - ALp , y asi 

(Pi - Pi)A = ALp~ 
d t 

Pero la razon dc flujo volumetrico q = Av t por lo tanto 

(Pi - Pz) A = L P ^ 
dt 


Pi ~ Pi 



donde ia inertancia hidraulica / se define como 

A 


[42] 


[43] 


Con sistemas neumaticos los tres bloques funcionales son, al 
igual que en sistemas hidraulicos, resistencia, capacitancia e inertan¬ 
cia. Sin embargo, los gases difieren de los liquidos en que los prime- 
ros son compresibles, es decir, un cambio cn la presion causa un 
cambio en el volumen y, por lo tanto, en la densidad. La resistencia 
neumalica R se define en terminos de la razon de flujo masico my la 
diferenria de presiones (p { - p,) como 


~ Pi = Rm [44] 

La capacitancia neumdtica C se debe a la compresibilidad del 
gas, de manera muy parecida a la compresion de un resorte al alma- 
cenar energia. Si hay una razon de flujo masico que entra al conte- 
nedor de volumen Vy la razon dc flujo masico m 2 que sale de este, 
entonces la razon a la cual esta cambiando la masa en el contenedor 


Tasa de cambio de la masa en el contenedor = m, - m 2 

Si cl gas cn el contenedor tiene una densidad p, entonces la tasa de 
cambio de la masa en el contenedor es 

Tasa dc cambio de la masa en el contenedor = ^ 

dr 


Pero tanto p cornu V pueden variar con el tiempo. Por lo tanto 

Tasa de cambio de la masa en el contenedor - + YYE 

dr dr 
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V 


Pucsto quc (dK/d/) = (dF/dp)(df>/'dOypara an gas ideal pV = mRT, 
en consecuencia p-(miV)RT - pRT y asi dp/dr = {VRT)(dp/dt), 
entonees 

, , , . dV dp V dp 

Tasa de cambio de la masa en el contenedor - p -- +- 

dp d t RT dt 


donde R es la constante de los gases y T, la temperatura, la cual se su- 
pone constante cn la escala Kelvin. De este modo 


riiy - tii 


P d ^ + ^W 

dp RTjdt 


La capacitancia neumatica por cl cambio en el volumen del contene¬ 
dor C t sc define eomo 


C x =p 


dF 

dp 


y la capacitancia neumatica debida a 
se define como 


[45] 

la compresibilidad del gas C 2 


C 


RT 


Por lo tanto 


- m 2 = (C j \ C 2 ) 


dp 

dt 


[46] 


[47] 


o bien 

Pi - Pi = c l +c |( m i - m 2y At t 4g ] 

La inertancia (inercia) neumatica sc debe a la caida de pres ion neee- 
saria para acelerar un bloque de gas. De acuerdo con la segunda. ley 
de Newton 


Fucrza neta - 


d(wiv) 

dt 


Puesto quc la fuerza es pro vista por la difcrencia de presioncs 
(p { - p 2 ), entonees si A es el area de la section transversal del blo¬ 
que de gas quc se acelera 


(Pi 


Pi) A 


d(/?iv) 

d/ 


Pero m, la masa del gas que se acelera, es pLA , donde p es la densi- 
dad del gas y L la longitud del bloque de gas que se acelera. Pero la 
razon de flujo volumetrico q - Av, donde v es la velocidad. De este 
modo 


mv - pLA(qiA) - pLq 


y asi 


(P\ 


Pi) A =L 


d ipq) 

dt 
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Pero m -- pq y, de este mo do 
L d/?z 


Pi - Pi = 


A dr 


r d//i 

A - Pi= j — 

dr 


siendo la inertancia neumatiea 



[49] 


[50] 


La tabla 2,4 muestra las caractcristicas basicas de los bloques fun- 
cionalcs fluidicos, tanto hidraulicos como neumaticos : y los bloques 
funcionales electricos analogos. Para los sistemas hidraulicos la ra¬ 
zors dc flujo volumetrieo y para sistemas neumaticos la razon de flu- 
jo masico son analogas a la corriente electrica en sistemas electricos. 


Tabla 2.4 Bloques funcionales analogos iluklicos y electricos 



Ecuucion 

Energia/ 


Bloquejunciunal 

descriptivu 

pot end a 

CA * 

Ahnacenamiento 
de energia 

ii 

1 >- 

g- 



Inductor 

E=\Ld 

1 

L 

Inertancia 

hidraulica 

</ =y 

E = \kf 

1 

L 

Inertancia 

neumatiea 


E = 4 Jin 2 

1 

L 

Capacitor 

■ r^ v 
i -C — 

d/ 

r o 

II 

k 

C 

Capacitancia 

hidraulica 

a ( Pl - P2 ) 

H d/ 

i:- : ci r p. y 

C 

Capacitancia 

neumatiea 

dr 

E=\C(p i p 2 f 

c 

Disipacion 
de energia 




Resistor 

V 

l ~ R 

p~-e 

R 

1 

R 

Resistencia 

hidraulica 

R 

p=Up t - Pl f 

A 

1 

R 

Rcsistcneia 

neumatiea 

R 

p=Ep t -pp 

1 

R 


* Constante asiaJcga. 
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11 i 

* q. 

Area de 
la seccion 
'' transversal A 


_—»iXi — 


Q 2 

Figura 2.28 Un sistema hidraulico 


Tanto para sistemas hidraulicos cnmo neumaricos la diferencia de 
presiones es analoga a la diferencia de potcncial en sistemas electri- 
cos. Las incrtancias y capacitancias hidraulicas y ncumaticas son 
elementos que almacenan energia y la rcsistcncia tanto hidrauhca 
comu ncumatica son disipadorcs de energia, 


Formacion de un modelo 
para un sistema fluidico 


s. 


= sistencia 
de 

-StricciOn 

R 


Desplazamiento x 

"igura 2.29 Un sistema neumStico 


La figura 2,28 ilustra un sistema hidraulico sencillo; un liquido entra 
y sale de un contenedor. Dicho sistema se puede considerar como un 
capacitor, el liquido en el contenedor, con un resistor, la valvula. La 
inertancia sc puede dcsprcciar puesto que las tasas de cambio de flu- 
jo son muy lentas. 

Para cl capacitor, segun la ecuacion (40) da por resultado 


q. -q : =c 


d P 
d x 


La razon de flujo q 2 a la cual cl liquido sale del contenedor cs igual a 
la razon de tlujo a traves dc la valvula. De este rnodo, para el resistor, 
la ecuacion (38) da por resultado 

P = Rcp 

La presidn se debe a la n 11nra del liquido en el contenedor. Ash al 
sustituir q , en la primera ecuacion se obtiene 




, R_~C — 


R 


dt 


Puesto que p = hpg, dondep es la densidad del liquido ygla acelera- 
cion debida a la gravedad, entonees 

!t P >• _ c dPpg) 

1 R d/ 

y debido a que C = Alpg, entonces 
, d/i pgh 

dr R 

Esta ecuacion describe como la altura del liquido en cl contenedor 
depende de la tasa de entrada del liquido en el contenedor, 

Un cjcmplo de un sistema neumatico sencillo es un fuelle (figura 
2.29). La resistencia la proporciona la constriccion que restringc la 
razon de flujo del gas en el interior del fuelle y la capacitancia es pro¬ 
vista por el propio fuelle. La inertancia se puede dcsprcciar debido a 
que los cambios en la razon de flujo son lentos. 

La razon de flujo masico m en el interior del fuelle esta dada por la 
ecuacion (44) como 


■ Pi 


L52] 




dondc p ; es la presion antes de la constriccion y p., la presion des¬ 
pues de la constriccion, es decir, la presion en el fuelle, Todo el gas 
que fluve hacia el interior del fuelle permanece dentro de este, al no 
haber salida en el fuelle. 

La capacitancia del fuelle esta dada pur la eeuacidn (49) como 

Wj - m 2 - (C t + Cb ) -^=- 
d t 

Pcro m, cs la razon de flujo masico in dada por la ecuacion (52) y 
puesto que no hay salida de gas del fuelle, m 2 es cero. Dc cstc modo, 
al usar el valor para la razon de flujo masico dada por la ecuacion 

(52). 


£lZ£l = (Ci+ c,)^ 

R At 

Por lo tanto 


P{ =R{C { +C,)-^ + p, [53] 

d/ 

Esta ecuacion describe como la presion p 2 en el fuelle varia con el 
tiempo cuando hay una entrada de presion de p v 

El fuelle se expande o contrae como rcsultado de los cambios de 
presion dentro de este. Un fuelle es una forma de resorte y se puede 
escribir para relacionar la fuerza F que causa una expansion o con- 
traccion y el resultante desplazamicnto ,v 


F~kx 


donde k es la constants de resorte del fuelle. Pero la fuerza F depen- 
de de la presion p v con p 2 =F / A, donde A es el area de la seccion 
transversal del fuelle, De este modo, 

p 2 A = F = kx 

por lo tanto, al sustituir p 2 en la ecuacion (53) se obtiene 

A = j R(C,+C 2 )4t + 4 jc [54] 

A at A 


Esta ecuacion describe como la extension o contraction del fuelle 
cambia con el tiempo cuando hay una entrada de presion p v 

La capacitancia neumatica debida al cambio en el volumcn del 
contenedor C, esta definida por la ecuacion (45) como 


C, 



Puesto que V - Ax, entonccs 

dv 



tstj X ‘3dj z y - 3d z i{ = d opuop 

;p 

-r c D = y b- z b 

dp ^ 

Z J JOlIDEdeO p EJEd S33lIOJlig 'SOIEJTtUIS 
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9,-9, = A*-t~ U9] 

dr 

La razon a la quc cl liquido sale del contenedor q^ es igual a la razon 
de flujo a la cual dcja la valvula R 2 . Asi, para el resistor la ecuacidn 
(38) da por rcsultado 


P = R i<h 

La diferencia de presiones p en los dos lados de la valvula son Jupg y 
0, suponiendo que el liquido sale a la presidn atinosferica. As! 


h,pg=R,q } [60] 

A1 despejar el valor de q 3 de esla ecuacidn y suslituirlo en la ecua¬ 
cidn (59) sc obriene 

k?Pg _ A d/ b 
R, 2 dr 


Vi 


[ 61 ] 


A1 sustituir q, de la ecuacion de la valvula. ecuacidn (57). da por re- 
sultado 

Oi - h-, )pg _ lupg = 4 d/), [62] 

R, R, ' 2 di 

Lsta ecuacidn describe como cambia la altura del liquido en cl 
contcncdor 2. De esta man era. las ecuaciones (58) y (62) describen 
las variacioncs de altura en los dos contenedores. 



Figura 2.31 Ejemplo 8 


Ejemplo 8 

La figura 2.31 ilustra un tubo en U que contiene un liquido. Oblener 
una expresion que indique como variant con el tie trip o la diferencia 
dc altura cuando se incremcnta la presion sobre cl liquido en uno de 
los extremos, v dibujar el diagrama del circuito quc scria el si sterna 
electrieo equivalenle al sistema bidraulico. 

Respites (a 

Cuando no existe diferencia en las presiones, el liquido cn ambos ex- 
tremos esta a la misma altura. St se presenta una presion p (siendo 
esta la cantidad a la cual la presion sobre el liquido en un extremo ex- 
cede a la quc se tiene sobre el liquido cn el otro extremo, denomina- 
da presidn manometrica, cuando cl otro extremo esta abierto a la at- 
mdsfera) cntonces se enrpieza a presentar una diferencia dc alturas h 
entre el liquido en los dos cxtremos. En cualquier instante la diferen¬ 
cia de presiones p entre los dos extremos debe scr igual a la caida de 
presion total a traves del sistema. Se puede considers quc el sistema 
tiene inertaneia, resistencia y capacitancia y asi p es igual a la suma 
de las caidas dc presidn debida a cada uno de estas. La caida de pre 
sion debida a la inertaneia esta dada por la ecuacidn (42) como 

Caida dc presidn = / — 
dr 

donde q es la razon de flujo volumctrico del liquido de un extremo al 
otro. La caida de presidn debida a la resistencia esta dada por la 
ecuacidn (38) como 
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\ = f >\lA R C = Aif>3 



Figura 2.32 Ejerup'o 8 


Caida dc prcsion = Rq 

La caida dc prcsion dcbida a la capacitancia csla dada por la ecua- 
cion (41) como 


Caida dc prcsion = — 


p/d / 


Puesto que p es igual a la suma dc las caidas dc prcsion, 
p = 1 + Rq + ^ ^qdt 


El vo 111 men del liquido que Hu ye de un extreme a olro euando hay 
una diferencia dc alturas de 2 h es Ah 7 puesto que la altura de liquido 
h en un extremo se considera que se ha movido al otro cxtrcmo para 
producir esta difercncia en altura. Asi q, la razon a la cual el volumen 
del liquido se mueve de un cxtrcmo a otro, cs d(^//)/df. Por lo tanto 


T A l h n . dh A r., 

p = I A -+ RA — + — dh 

dr d/ C J 

Pcro la difercncia total en altura entre los dos llmites es 2 h. Ash 
puesto que / - pL / A y C = Aipg 

r d 2 h D . dh t 
p - pL —r + RA — + 2 hpg 
dr dr 

El sistema tiene caidas de presion debidas a la inertancia, resis- 
teneia y capacitancia, las cuales sc suman. FJ cquivalente elcctrico 
dc csto cs la adicion dc las diferentias de potential a traces dc un in¬ 
ductor, un resistor v un capacitor. Esto signifies que los tres com po¬ 
ll entes estan en serie. El circuito cs como mucstra la figura 2.32. 


Bioques funcionales de 
sistemas termicos 


Solo existen dos bioques funcionales basicos para sistemas termi¬ 
cos: rcsistcncia y capacitancia. Solo hay flujo dc calor ncto entre dos 
puntos si hay una difercncia dc temper aturas entre el los, El equ i va¬ 
le nte electrico dc csto cs que fluye una corriente neta / entre dos pun¬ 
tos si hay una difercncia de potential v entre dichos puntos; la rela¬ 
tion entre la corriente y la diferencia de potencial es 


R 


Se puede ulilizar una relation similar para definir la rzsistenciu ter- 
mic.a R. Si q cs la razon de flujo de calor y (T } - T 2 ), la diferencia de 
temperatura, entonces 

(t; - 7^) 




R 


[63] 


El valor de la resistencia depende del modo cn el que se transfiere el 
calor. En la conduce ion a traves de un so lido, para conduction unidi- 
rcctional 


q = Ak 


A-IV) 


L 


■ (.ryJii.j 



donde A es el area de la seccion transversal del material a traves del 
cual se conduce el calor y la longituri del material entre los puntos 
cuyas temperaturas son i\ y T 2 . La conductividad termica cs k. For lo 
tanto, al comparar esta ecuacion con la ccuacion (63) se obtiene 

/?=— [64] 

Ak 

Cuando la transferencia de calor es por conveccion, como se lleva a 
cabo en Kquidos y gases, cntonccs 

q = Ah(T 2 - Tj) 

donde A es el area superficial a traves de la cual existe la difcrencia 
de temperaturas y h el coeficiente de transferencia de calor. De este 
modo, al comparar csta ccuacion con la ecuacion (63) sc obtiene 

r 65 ] 

Ah 

La capacitancia termica es una medida del almacenamiento dc encr- 
gia interna en un sistema. Dc cste modo, si la razen dc flujo dc calor 
en el interior de un sistema es q x y la razon de flujo de calor que sale 
es q 2 , entonccs 

Tasade cainbiode la energia interna ~q x -q 2 

Un incremento en la energia interna significa un incremento cn la 
temperatura. Por lo tanto 

Cambio en la energia interna = me x cambio en la temperatura 

donde m es la masa y c la capacidad calorifica especifica, entonces 

Tasa de cambio cn la energia interna - 
me x tasa de cambio en la temperatura 

De cste modo 


ar 

= me¬ 
te 


donde dTVdf es la tasa de cambio en la temperatura. Csta ecuacion se 
puede escribir como 


_ r dT 

[66] 

d t 


donde C es la capacitancia termica. 


C - me 

L67] 


La tabla 2.5 presenta una comparacion de los bloques funcionales 
tcrmicos y eleclricos. No existe equivalente termico al inductor elec- 
trico. T,os resistores electricos disipan energia, transform undo la en 
calor. La resistencia termica no se puede describir como un disipa- 
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Formacion de un modelo 
para un sistema termico 




Figura 2.33 Un sistema termico 


Tabla 2,5 Bloques funcionalcs analogos termieos y decEricos 


Bloque fitnc tonal 

Ecuacion 

descriptiva 

Energia/ 

potencia 

CA* 

Almacenamiento de energia 




Capacitor 

■ /- dv 
i -(, — 

dt 

E = -jCv 2 

C 

Capacitancia termica 

„d T 

<?] = C — 

6f 

E - CT 

C 

Resistor 


P = l v 2 

R 

1 

R 

Resistencia termica 

q = «-v 

R 

ii 

ii 

>3 1 

1 

R 


* Consume analosa. 


dor de energia, pero describe la consccuencia de que haya una dife- 
rencia de temperaturas, describiendo solo el flujo de calor. 


Considcre un termometro a una temperatura T que se sumerge cn un 
liquido que esta a una temperatura 7] (figura 2.33). Si la resistencia 
termica al flujo de calor del liquido al termometro es R , entonces, 
empleando la ecuacion (63) se tiene 

T -T 

[68] 

donde<y es la razon de flujo de calor ncta del liquido al termometro. 

La capacitancia termica C del termometro esla dada por la ecua¬ 
cion (64) como 


r dT 
-q ? = C — 

d t 


Puesto que solo hay un flujo de calor del liquido al termometro, cn- 
tonccs q y - q y q 7 = 0. De esta manera 


g=C ~T 
d t 


[69] 


Al sustituir el valor de q de esta ultima ecuacion en la ecuacion (66), 

dT _T l -T 
d t ~ R 

Al reordenar esta ecuacion se obliene 

RC — + T = 7[ [70] 

dr 

bsta ecuacion describe como variarala temperatura Tindicadapor cl 
termometro cuando este se sumerge cn un liquido caliente. La analo- 
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i 

\ 


C = me 



Figura 2.34 Analogla electrics 
de la figura 2.33 



Figura 2.35 Ejemplo 9 


gia clectrica de este sistema termico cs el dreuito que ilustra la figu¬ 
ra 2.34, un c-ircuito resistor-capacitor en serie. Cerrar cl inlerruptor 
equivale a la a c cion de sum erg ir el termometro en el Hquido, solo en- 
tonces la corriente y el calor empiezan a fluir. El cambio en la tempe- 
ratura del termometro desde su valor inicial equivale al cambio en la 
diferencia de potencial a traves del capacitor. 

Al cunsiderar cl sistema termico anterior, se supusieron los para- 
metros como concentrados. Esto significa que, por ejemplo, se supu- 
so que todo el termometro esta a la niisma temperatura al igual que 
todo el Hquido, es decir, las temperaturas son fund ones solo del 
tiempo y no de la posicion. 

Ejemplo 9 

La figura 2.35 muestra un sistema termico que consta dc un calefac- 
tor electrico en una habitacion. El calefactor emite calor a la razon q { 
y la habitacion pierde calor a la razon q 7 . Al sup oner que el aire en la 
habitacion esta a uiia temperatura uni forme 7’y que no se almacena 
calor en las paredes, obtener una ecuacion que describa como cam¬ 
bism con el tiempo la temperatura en la habitacion. 

Respuesta 

Si cl airc en la habitacion ticnc una capacitancia tcrmica C, entonccs, 
empleando la ecuacion (66) 

r dT 

«7i 

cl/ 

Si la temperatura en el interior de la habitacion es T y en el exterior 
dc clla cs T n , entonces, empleando la ecuacion (63) 

_ {T-T 0 ) 
q ~ R 

dondc R es la resisteneia termica de las paredes. Al sustituir q z se 
obtiene 

(T-T 0 ) dT 


Por lo tanto 

RC~ + T = Rq,+T n 
dt 


ElementoS 1-Iasta ah ora en este capita to la atencion se ha centrado en elementos 

electromecanicos purame-ntc mccanicos, electricos, hidraulicos, etcetera. Sin embar¬ 

go, hay algunos elementos que involucran mas dc un tipo dc cncrgia. 
Existcn, por ejemplo. dispositivos electromecanicos como potencio- 
metros, mo tores y generadores. Un potenciometro ticne una entrada 
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a la razon dc rotaciun de la armadura y al flujo eslabonado por el ein- 
bobinado, por lo tanto, la densidad de flujo B. De este modo 


v b =k 2 Bw [73] 

donde co es la velocidad angular del eje y k 2 es una constante. 

Con el denominado motor controladopor armadura , la corriente 
de campo p se mantiene constante y el motor se controla mediantc cl 
a juste del voltaje de armadura v a . Una c-orricntc de campo constante 
significa que en el embobinadu de armadura la densidad de flujo 
magnetico B es constante. Asi la ecuacidn (73) da por resnltado 


v b =k 2 w 

donde k 2 es una constante. El eireuito de armadura se puede conside- 
rar como una resistencia en serie con una inductancia y una 
fuente de fuerza contraelectromotriz (figura 2.38). Dc csta manera, 
si v a es el voltaje aplicado al eireuito dc armadura, entonces 


T dq 

--K , + R *‘ a 

dr 


[74] 


Figura 2.38 Circuitos del motor de cd 



Esta ccuacion se puede eonsiderar como parte del diagrama de blo- 
ques de la figura 2.39a. La entrada a la parte del motor del si sterna cs 
v a , la cual se suma con la serial de realimentadon de la fuerza con¬ 
traelectromotriz v b para generar una serial de error que se usa como 
entrada al eireuito de armadura. De este modo la ecuacion anterior 
describe la relacion entre la serial dc error, que es la entrada al embo- 
binado de armadura, y la salida de este, que es la corriente dc arma- 
dura ? a . Al sustituir v b en la ecuacion (74) se obtiene 

v-k.m=L^+Ri [75] 

d/ 

La corriente ; a en la armadura rcsulta on un par T, dado por la ecua¬ 
cion (72). Puesto que B cs una constante, csta ccuacion sc convierte 
cn 


T = k \K = k 4h 

donde cs una constante. Este par entonces se convierte en la enlra- 
da al sistema de carga. El par neto que actua sobre la carga sera 
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l/ a - V. - 4- R.J 

d b - df 


i -r 

/ —- - T - cw 


v, = RJ f - L 



di. 

- L, 

v b = k/o 

, 6iu 

f df 

T=k d* 

df 



Figura 2,39 Motores de cd: 
a) controlado por armadura, 
z) controlado por campo 

Par neto = T - par de amortiguamiento 

El par de amortiguamiento es cco, dondc c es una constantc. Por lo 
tanto, si se desprecian los efectos debidos a la elasticidad torsional 
del eje 


Par neto = k 4 / a - coj 

Esto producira una aceleracion angular de do> / d t, por lo tanto 

I^ = k 4 i a -cu> [76] 

dt 

Las ecuaciones (75) y (76) describen las condiciones que se presen- 
tan para un motor controlado por armadura, 

Con el rienoniinado motor controlado por campo la corriente de 
armadura se mantiene constante y el motor se controla mediante la 
variation del voltaje de campo, Para el circuito de campo (figura 
2.38) hay una inductancia L f cn scrie con una resistencia R f . Asi, 
para cse circuito 


v f =7J f /,- +Ir— [77] 

df 

El motor controlado por campo se pucde considerar en terminos del 
diagrama de bloqucs dc la figura 2.39b. La entrada al sistema es v f . 
El circuito de campo convierte este voltaje en una corriente q, la re¬ 
lation entre v f e i ( esta dada por la ecuacion anterior. Esta corriente 
da como resultado la production de un campo magnetico y, por lo 
tanto, un par que actua sobre el embobinado de armadura, como in- 
dica la ecuacion (72). Pero la densidad de flujo magnetico B es pro¬ 
portional a la corriente del circuito de campo i f y la i 3 se mantiene 
constante, por lo que la ecuacion (77) se puede escribir oorno 
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Linealidad 


F 



^- 1 - *' 

Region 

lineal 


b) 

Figura 2.40 a) resorte ideal, 
b) resorte real 


T = k,Bi ;i = kj f 

dondc Ay es una const ante. Estc par dc sail da se convierte cntonecs, 
medianlc cl sistema dc carga, eri una velocidad angular uj . Como en 
prineipio, el par neto que actua sob re la carga sera 

Par nclo - T - par de ainorliguainiento 

El par dc amortiguamiento cs au, dondc c cs una constante. Por lo 
tanto. si sc dcsprccian los cfectos debidos a la elasticidad torsional 
del eje 


Par neto = kp\- - cco 

Esto producird una acclcracion angular de dcu/d/, por lo tanto 

l — = kj,-c(0 [78] 

d / 

Las ccuaciones (77) y (78) deseriben las condiciones que sc presen- 
tan para un motor control ado por campo. 


La relation entre la fuerza Fy la deformation .v producida para el rc- 
sorte ideal cs lineal y esta dada por/’ = Aw Esto significa que la fuer¬ 
za k\ produce una deformacion aq y que la fuerza F n produce una de¬ 
formacion ay, cntonccs una fuerza igual a (F l -r/V) producird una 
deformation Cy + a : ). Esto se den o min a cl principio c/e superposi- 
cion y es una condicion necesaria para un sistema lineal. Otra condi¬ 
tion para un sistema lineal es que si una entrada F [ produce una de¬ 
formacion A;, entonccs una entrada cF { producird una salida uv,, 
donde c es una constante multiplicative. Cuando la relation es lineal, 
la grafica de la fuerza F contra la deformacion a cs una Hnea recta 
que pasa por el ongen (figura 2.40a). 

Sin embargo, un resorte real como cualquier otro componente 
real, no son lmeales de man era perfeeta (figura 2,40/?). No obstante, 
a rnenudo existe un intervalo de operacion para el cual se puede su- 
poncr linealidad. Asi. para la grafica del resorte que muestra la figu- 
ra 2.40/? sc puede suponer linealidad solo en la parte central de su 
grafica. Para muchos componentcs dc sistemas, sc puede suponer li¬ 
nealidad cuando el intervalo de las variables estan a 1 rede dor de al- 
gun punto de operacion. 

Para algunos componentcs dc sistemas (figura 2.41) la relation cs 
no Hncaf Para talcs componentcs lo rnejor que sc puede haccr para 
obtener una rclacidn lineal es considersr la pendiente de la grafica en 
el punto de operacion. Asi, la re lac ion entrey y a en !a figura 2.41, cn 
el punto de operacion P, donde la pendiente tiene valor m 

Ay = mAx [79] 
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Pigura 2.41 Una relacion no 
meal 



Pigura 2.42 FSujo a traves de 
4 in orificio q - Cy{p, - p 2 ) 


donde Ay y Ax son pequenos cambios en las senales de entrada y sa¬ 
il da sob re el pun to de operacion. 

Asb por ejemplo, la razon dc flujo de Hquido q a traves de un ori- 
ficio esta dada por 

q = c,A.p(p ] ~p 2 )fp] [SO] 

donde c d cs una eonstanle conocida como coeficiente de descarga, A 
es el area de la sec cion transversal del orificio, p es la densidad del 
fluido y (/;, - p 2 ), la diferencia de presiones, Para un area de la see- 
cion transversal y una densidad constantes la ecuacion se puede es- 
cribir como 

g-C^j(p i - p 2 ) [81] 

donde C cs una constante, Esta es una relacion no lineal entre la ra¬ 
zon dc flu jo y la diferencia de presiones. Es posible obtener una rela¬ 
tion lineal eonsiderando la pe ridicule de la grafica razon de flujo/di- 
ferencia de presiones en el punto de operacion (vease la figura 2.42). 
La pendicnte esdq/d(/?, - p.) y ticne el valor 

d q d[C A /(p, - p 7 )] C 

d (p,~p 2 ) d (P,~PA 2\l(P.i-Po2) 

donde (p c - p es el valor en el punto de operacion. Asp para pe¬ 
quenos cambios alrededor del punto de operacion 

Aq - m A( p. - /;,) [83] 

donde m riene un valor dado por la ecuacion (82). 

Por ]o tamo, para la ecuacion (81), si se ticne C = 2w7.s'por kPa, es 
decir, 

- p 2 ) 

entonces, para un punto de operacion de (p i - p 2 ) = 4 kPa, la version 
lincalizada de la ecuacion, es decir, ecuacion (83), serfa, empleando 
el valor de m dado por la ecuacion (82) 

2 

A? = —^A(p, -p 2 ) 

2V4 

A? = 05A(p, - p.) 

En el analisis anterior se supuso que el flujo era a traves de un orifi- 

cio cn el que el area de la seccidn transversal era constante. Si el ori¬ 
ficio es una valvula de control de flujo, entonccs cste no es el caso, el 
area de la seccion transversal se ajusta para variar la razon de flujo. 
En esta situation, cn lugar de la ecuacion (81) para la ecuacion (80) 
se tendria 
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Eiementos hidromecanicos 


y para una grafica de q contra (p { - p 2 ) 

d q CA 

m 2 ~ ---= --- 

2 Pl ) 

La version linealizada de la ccuacibn (84) es, de este modo 

Aq = nqAA + m 2 \(p ] - p 2 ) [85j 

donde m { y m 2 ticncn los vaiores antes indicados. 

Los modelos matematicos lincalizados se ntilizan debido a quc la 
mayoria de las tecnicas para si stem as de control se basan cn que las 
relaciones de lus eiementos para dichos sistemas son lineales. Tam- 
bien se debe a que en la mayor parte de los sistemas de control el 
valor de la salida se mantiene igual a un valor de referenda, las va- 
riaciones de este valor seas mas bicn pequenas y asi cl modelo 
linealizado es cl apropiado. 

Ejemplo 10 

Para medir temperatura en un sistema de control se utiliza un tennis- 
tor. Larelacion entre laresistencia R del tennistor y su temperatura T 
esta dad a por 

R=k exp- cT 

Lincalizar esta ecuacion alrededor del punto de operacion de 7^. 
Respues ta 

Lapendiente w de la grafica de R contra Y en el punto de operacion 
7^ esta da da por dR / d T 

di? z T 
m = - - At exp- cT 

d T 

Por lo tanto 

AR = mAT - (-Arexp cT Ci )AT 


La figura 2,43 muestra un sistema hidraulieo cn cl cual la entrada de 
despiazamiento ay despucs de pasar a traves del sistema hidraulieo, 
se Iransforma en el despiazamiento ,\y dc la earga. Este sistema se 
utiliza como la etapa de potencia en el sistema de guiado de un 
automovil y usa una pequena eantidad de poteneia product da por ei 
despiazamiento del volante, la cual se com ierte en una gran eanti¬ 
dad de potencia capaz dc produc'd' cl despiazamiento que rnueve las 
ruedas dc 1 autom6viL 

El sistema eonsiste cn una vdlvula de carrefes v un cilindro. El 
despia /amiento de entrada .x. haeia la izquierda haec que el fluido hi- 
draulieo a una presion /y, quc viene del surninistro. fluya haeia ei 
lado izquierdo del cilindro. Esto empuia al piston en el cilindro haeia 
la derecha y expul sa el flat do ai lado dcrccho de la camara a traves 
del puerto de salida en el exiremo dereeho de la vaivuia de earreres. 
La razbn de flu jo del Hindu haeia y desde la cam am depende de la 
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Figura2.43 Sistema hidraulico 
y carga 


Al dsposito „ . . x Al deposito 

deaceite Sumimstro de aceite 


a a a 


t i t 



Salida 


extension a la cual el movimiento de entrada ha cubicrto los puertos 
que permiten que el fluido entre o saiga de la valvula de earretes, 
Cuando el desplazamicnto dc entrada .v, cs a la dcrecha la valvula de 
earretes permits que el fluido se mueva al lado derecho del cilindro, 
in que propicia un movimiento del piston en el cilindro hacia la iz- 
quierda. 

La razon de flujo del iluido q a traves de un orificio, corao se pue- 
den considerar los puertos de la valvula de carretcs, cs una rclacion 
no lineal (ecuacion (80)) que depende de la difcrencia dc prcsioncs 
entre los dos lados del orificio y del area de la seccidn transversal A 
de este. Sin embargo, se puede utilizar una version linealizada de 
csta ecuacion, la ecuacion (85), es deeir 

f\q = Ad + m 2 A (difcrencia de presiones) 

donde m { y son const antes evaluadas en el pun to de operacion. 
Las difcrcncias de presion para el fluido que eutra a la camara cs 
(/L - Pi) y para cl que sale (p ? - ), Si se toma como cl punto dc 

operacion alrededor del cual se linealiza la ecuacion la posicion cen¬ 
tral dc los earretes en la valvula y los puertos que conectan al cilin¬ 
dro estan cerrados, entonces, para csta con die ion, q es cero y asi 
A q = q, el area A esproporcional avy, sLt s se mide desde su posicion 
central y cl cambio en la presion en el lado dc entrada del piston es 
-A;;, con referenda a p. y en cl lado dc salida cs A p 2 con referenda 
a p o . Entonccs, para el puerto dc entrada, la ecuacion sc puede escri- 
bir conic 

q = nqx- -r m 2 (-A p [ ) 
y para el puerto de salida 

q = uix^ + m 2 &p 2 

Al sumar estas dos ecuadoncs se obtiene 
2 q = 2m i x i - m : (A p { - Ap z ) 

q - ■ - m,. (A p ] - A p 1 ) j_86] 

donde - mJ2 . 



74 Modelos de sistemas 


Parti el cilindro el cambio en el volutnen del fluido quo entra al 
lado izquierdo de la camara, o que sale del lado derecho, cuando el 
piston se mueve a una distaneia .x n es dv,, donde A es el area de la 
scccion transversal del piston. De este inodo, la razon a la cual Gam¬ 
bia el volumen es A(dx o l dr). La razon a la cual entra el fluido al 
lado izquierdo del cilindro es q. Sin embargo, pucsto que hay un 
cierto flujo de fuga del fluido de un lado a otro del piston 


donde q L es la razon de fuua, Al sustituir q> y empleando la eeuacion 

( 85 ), 


m l x [ - ft n (A p, - Ap, ) = A —- + q, [87] 

dr 

La razon del flujo de fuga q v es un flujo a naves de un orificio: el es- 
pacio entre el piston y el cilindro. Estc orificio dene un. area de sec- 
cidn transversal constante y una diferencia de presiones, 
(AP| - A/- 1 .) ■ Por lo tanto, C0Ti eeuacion linealizada para tal flujo, 
es decir, la eeuacion (83), 

q L =m,(Ap i - A p,) 

De estc modo, empleando esta eeuacion para sustituir q L cn la eeua¬ 
cion (87) 

w ] x l - m, (A p ] - A/?,) - A — f m, (A p. - Am) 
dr 

u; r v. - {m, m, )(A p { - A p ,) = A ^ [88] 

dr 

La diferencia de presiones a traces del piston resulta en una fuer¬ 
za que se ejcrce sobre la carga, siendo esta (A p { - A p 2 )A . No obs¬ 
tante, hay un amortiguamiento cn el movimiento, cs decir, friccion 
de la masa. Esta friccion cs proporcional a la velocidad de la niasa, 
es decir, (dr 0 /dr). Por lo tanto, la fuerza ricla que actua sobre la car¬ 
ga cs 


Fuerza neta - (A p { - A pA)A -c — 

dr 

Esta fuerza neta hace que la masa sc acelere; esta aceleracion es 
(dv/dr) o (d 7r o /dr 1 ). Por lo tanto 

d 2 x dv ( , 

rn —A = (Ap, - A p- t )A - c -—- 
dr ‘ dr 


Al rcordenar la eeuacion sc obtiene 


A/;, - A p- 


m d 2 .\y 
A dr 2 


c dv o 
A dr 
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A1 sustituir ia diferencia de prcsiones en ia ecuacion (88), 

m d \r t , i c d\\ j day 

A dr 1 2 3 4 5 A dr j d/ 

Reordenando esta se obtiene 


( 

w v \\ - (m, + m 4 )j 


{m, + m 4 )m d : .\y ( c(nu \- m ) 1 dr 

-----r .1 -r --- -- 

A dr A J dt 


[89] 


Esta ecuacion sepuede simplificar al introducir dos eonstantes: A yr; 
esta ultima es la llamada constantc de tiempo (vea el capitulo 3). Al 
reordenar la ecuacion (89) sc tiene 


(m, ^ m. )m d\x it 
A dr 


A " + c(m, + m 4 ) 
A 


day 

dr 


f d~.x dr 

-U-:-1--- ■■■■ p + -1 

A “ + c(m ? -f m .) dr 2 dr 

^ d\\\ dry 
dr 2 dr 

dondc 


y 


(m-< + m, )m 
A “ + <?(m 3 i m 4 ) 


k ~ 


dm, 

A " + c{m« + m 4 ) 


,4 m. 


/l 2 + c(m 3 + m 4 ) 


[90] 


Problemas 


1 Obtener una ecuacion que relacione la entrada, la fuerza F, con 
la salida. el desplazamiento x, para el sistema que describe la fi- 
gura 2,44. 

2 Prop oner un model o para un eje escalonadu, es decir, un eje en el 
que hay un cambio de diametro que se usa para hacer girar una 
ma.sa y obtenga una ecuacion que relacione el par de entrada y la 
velocidad angular. Sc puede desprcciar el amortiguamiento. 

3 Obtener la relacion entre la salida, la difcrcncia dc potential vy a 
traves del resistor R, y la entrada v para el circuito que ilustra la 
figura 2,45, el eual tiene un resistor en seric con un capacitor. 

4 Obtener la relacion entre la salida Ja diferencia de potencial iy 
a traves del resistor R, y la entrada v para el circuito RLC que 
muestra la figura 2,46, 

5 Obtener la relacion entre la salida. la diferencia de potencial v c a 
traves del capacitor C, y la entrada vpara el circuito que muedra 
la ligura 2.47, 
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Figura 2.47 Problems 5 


6 Dibujar un circuito electrico analogo para cl sistema mecanico 
que describe la figura 2,48, 

7 Dibujar la analogia mccanica para cl circuito que ilustra la figura 
2.49, 

8 Obtcncr la relacion entre la altura h 2 y cl tiempo para cl sistema 
hidraulico de la figura 2,50. Da inertancia cs dcspreciable. 

9 La figura 2.51 muestra dos contenedores identicos abiertos enla- 
zados. Obtener la relacion que indique como variara la altura del 
Hquido en un contcncdor si hay “movimiento” de liquido entre 
los dos eurilcnedores como resultado de una perturbation en uno 
de ellos, como un incremento de presion en la superfieie del li¬ 
quido. 

10 Un objeto caliente con capacitancia C a una temperatura 7se en- 
fria cn una habitation grande la cual esta a una temperatura T r . 
Si el sistema tcrmico tiene una rcsistcncia R, obtenga la ccua- 
cion que describa como canibia la temperatura del objeto calien¬ 
te con el tiempo y de una analogia electrica del sistema. 

11 La figura 2.52 ilustra un sistema termico que consta de dos corn-- 
partimientos, uno dc los cuales contiene un calefactor. Si la tem¬ 
peratura del compartimiento que contiene el calefactor cs 7, la 
temperatura del otro compartimiento es 7, y la temperatura alrc- 
dedor de los cornpariimieiilos cs 7-j, desarrolle las ecuaciones 
que describan como variaran con el tiempo las temper at uras T } y 
I\. Todas las paredes de los contcnedores tienen la misma resis- 
teneia y la capacitancia es dcspreciable. Los dos contcnedores 
ticncn la misma capacitancia C. 

12 La relacion entre la fuerza F empleada para estirar un resorte y 
su deform a cion .v esta dad a por F = kx 2 , donde k es una constitu¬ 
te. Linealmar esta ecuacion para un punto de operation de a; . 
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Figura2.50 Problems 8 
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Problema 9 
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Figura 2.53 Problema 14 


13 La rc lac ion cntrc una fucrza clcctromotriz E generada por un ter- 
mopar y la temperatura T es 

E = aT + bT 2 

donde a y b son constantes. Linealizar esta ecuacion para un 
pun to de operation de temperatura T 0 . 

14 La relation entre el par T aplicado a un pendulo simple y defle¬ 
xion angular 0 (vease la figura 2.53) esta dada por 

T = mgL sen 6 

donde m es la masa de la pesa del pendulo, L la longitud del pen¬ 
dulo y g la aceleracion debida a la gravedad. Linealizar esta 
ecuacion para un angulo dc cquilibrio $ dc 0 n . 
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Figura 3.1 Respuestas transitoria 
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La respuesta de un sistema de control, o de un elcmcnlo del sistema, 
csta formada de dos partes: la respuesta en estado estable y la res¬ 
pues La Iran si Lori a. La respuesta transit aria es la parte de la respuesta 
de un sistema quo se presenta cuando hay un cambio en la entrada y 
desaparece despues de un breve intervalo. La respuesta en estado 
estable es la respuesta quo permancce despues de que desaparecen 
todos los transitorios. Para ilustrar esto de una man era seneilla. con- 
sidere un resorte suspendido en forma vertical (figura 3.1) y io que 
oeurre cuando de ei subitamente se suspende un peso. La dcfurnia- 
eion del resorte se in ere mem a de man era abrupia y asi puede oscilar 
hasta que despues de un tiempo se asienta en un valor estable. Li va¬ 
lor estable es la respuesta en estado estable del sistema resorte: la os- 
cilacion que sc presenta antes dc este estado estable es la respuesta 
transitoria. 

La entrada al sistema re so it c es una cantidad que vari a eon el 
tiempo; esta entrada es el peso. Durante cierto tiempo no se adieiona 
peso, y es hasta despues de ese tiempo que se agrega el peso. Hstc 
tipo de entrada se conoce como entrada escalon. La salida del siste¬ 
ma es un valor que varia con cl tiempo. Tanto la entrada como la sali¬ 
da son fund ones del tiempo. Una manera de indicar esto es escribir- 
las en la forma f(t\ donde/cs una funcion y (/) indica que su valor 
depende del tiempo t. Observe que /(/) no signifies que/deba mul- 
tiplicarse por t. Asi, para el peso fFla entrada al sistema resorte se 
podn'a cscribir W(t) y para la defortnacion d de salida d{t). Un dia- 
grama de bloques del sistema sen a la figura 3.2. 

Para describir por complete el comportamicnto dc un sistema el 
modelo debe considerar la relation entre las entradas y las salidas, 
las cuales son funcioncs del tiempo y, por lo tanto, son eapaces de 
describir los comportamientos tanto transitorio como en estado es- 
tablc. Asi, sc nccesitara un modelo que indique como vuriara la res¬ 
puesta del sistema con el tiempo. Un tipo de modelo que eon fre- 
cuencia se emplea para describir el comportamicnto de un sistema 
de control o un elemento del sistema de control es una ecuacion dife- 
renciaL Lstc modelo incluye derivadas con re spec to al tiempo y asi 
proporeiona information acerca de como varia la respuesta de un 


Figura 3,2 El sistema resorte 
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sistema con cl ticmpo. Una derivadadv/df describe la razon a la cual 
va r i a v re spec to a 1 ti emp o. la d eri v a d a d 2 x /d t 2 (o d (civ /d /) / d/) e sta - 
blece eomo van a dr/d/ con el tiempo. 

Las ecuaciones diferenciales son las que involucran derivadas. 
Estas se pileden clasificar como de primer orden, segimdo orden , 
tercer orden , etcetera, dc acucrdo con la dcrivada dc mayor orden en 
la ecuacion, Para una ecuacion de primer orden el mayor orden sera 
dv/d/, con nna de segundo orden d 2 .v/d t *, con ij na de tereer orden 
d'\r/dr y con una de /j-esimo orden dfv/dU. 

Este capitulo trata los tipos de respuestas que se pueden esperar 
de si stem as dc primero v s eg undo orden, a si como la solucion de 
dichas ecuaciones diferenciales con el fin de obtener la respuesta del 
sistema ante diferentes tipos de entradas. Los metodos empieados se 
pueden clasificar en esencia. en los que se prueba una solucion que 
la satisfaga y, en los que la ecuacion se transforma en otra forma que 
sc puede manejar mediante algebra conveneionab Este capitulo se 
refiere a los metodos “prueba una solucion" y el capitulo 4 a los me- 
lodos basados en translbrmacioncs. 


Ejemplos de sistemas de 
primer orden 


j 

Nivel ! 
final H\ 


V 

-a) 



h 


Un cjcmplo de sistema dc primer orden es un tanque de agua contro- 
lado por un flotador (figura 3 .3d). En este sistema la razon a la cual 
emra el agua al tanque y, por lo tamo, la razon a la que cambia la al- 
tura del agua en cl tanque con el tiempo, depende de la diferencia en- 
tre la altura del agua h en el tanque y la altura H a la que el flotador 
cierra por completo la entrada del agua, es decir, 

La razon de cambio de la altura cs proporcional a (H - h") 

Por lo tanto 

< d = k(H-h) 
di 



dondc dhidt es la razon de cambio dc la altura y k, una constantc. 

Mieritras mas subc el nivel del agua el valor de (H -h)cs mcnor y, 
de esta forma, es menor la razon dc cambio de la altura con el tiempo 
{dhidt). Una gralica de la altura de agua contra el tiempo se vert a 
como muestra la figura 3,3b. La ecuacion que describe esta graftca 
es 


h=H(l-e- h ) 


c) ' - ; 

Figura 3.3 a) Tanque de agua 
mntrolado por un flotador, b) 
vanacion de la altura del agua 
con el tiempo, c) el sistema con 
su entrada y su salida 


h En este sistema se puede considerar como entrada la altura requerida 
H y una salida h (figura 3.3c). 

Otro cjemplo de un sistema de primer orden es un capacitor en se- 
rie con un resistor (Egura 3,4), La razon de cambio de la diferencia 
de potencial v c a traves del capacitor con cl tiempo, es decir, dv c /df 
es proporcional a la diferencia cn valor entre v r y cl voltaje de entra¬ 
da al sistema V. 
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0 Tiempo 


f) 


V -•- -,- v 


c) 

Figura 3.4 a) Circuito RC en 
serie, j fa) variation de ]a diferencia 
de potencial a traves del capacitor 
con el tiempo, c) el sistema y su 
entrada y salida 


La ecuacion diferencia! de 
primer orden 


La razon de cambio dc v c es proporcional a (V - v c ) 
En general, esto se escribe como 


dv c 

~d 7 


= — {V- 
RC 


■v c ) 


donde R es la resistencia y C es la capacitancia. La figura 3 Ah mues- 
tra como varia v c con el tiempo. La grafica tiene la ecuacion 

v c =V{\-e-' !RC ) 

Se puede considerar que este sistema tiene como entrada el voltaje V 
y comu salida la diferencia de potencial vy. (figura 3.4c). 

Todos los sistemas de primer orden tienen la caractcristica que la 
razon de cambio de alguna variable es proporcional a la diferencia 
entre esta variable v algun valor de ajuste de la variable (aun cuando 
cstc sea ccro). 


Ejemplo 1 

Cuando un termometro se sumerge en un liquido caliente a unatem- 
peratura d in la razon de cambio a la cual cambia la lcctura de 0 es 
proporcional a la diferencia entre By 6 H . ^Cual sera a) la forma de la 
ecuacion differencial que describe como cambia la temperatura del 
termometro con el tiempo y b) la ecuacion de la grafica de 0 contra el 
tiempo? 

Respuesta 

a) Para cl sistema sc tiene 

La razon de cambio de 6 es proporcional a (0 H - 0) 

Asi, la ecuacion diferencial es 

— es proporcional a {6 H -6) 
d t 

j- = k{6„ -0) 
d i 

donde k es una constarite, Esta es la tlpica relation de un sistema 
de primer orden. 

b) Para un sistema de primer orden con una entrada 6 }j y una salida 
0 se tendra el tipo de ecuacion tlpica dc un sistema de primer or¬ 
den, a saber 

e = e„( i-c-*) 


Una ecuacion diferencial de primer orden cs cn general de la forma 
La razon de cambio de la serial de salida es proporcional a 

o, como se escribe normalmente, 
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Entrada Entrada 



0 

i iempo 0 

Tiempo 

a) 

b) 


Entrada 

Entrada 




0 Tiempo Tiempo 

c) d) 

Figura 3.5 Senales de 
entrada: a) escafon, b) impulso, 
c) rampa y d) senoidal 


+ =b D 0; [ 1 ] 

dt 

dondc y b 0 son constantes, 0- es la funcion de entrada al siste- 
ma y 0 o la salida. d0 o fdt es la razon de cambio a la cual la salida 
cambia con el tiempo. 

Las senales de entrada al sistema pueden adoptar diferentes for¬ 
mas. Una de las mas comunes es la entrada escalon. Esta se presenta 
cuando la entrada cambia dc valor de man era abrupta, como cn la Fi¬ 
gura 3.5a, Un ejemplo de este caso es cuando el vollaje se eonecia en 
forma subita cn un circuito, por ejemplo, el circuito CR en serie de la 
figura3.4a. Otras formas de entrada que a menudo sc encuentran son 
las senales impulso, rampa y senoidal (figura 3.5). Un impulso es 
una entrada de muy eorta duracion, una rampa es una scnal que sc in- 
crementa en fonna estable, y una entrada senoidal es aquella cuyas 
oscilaciones se pueden describir mediante una ecuaciori de la fonna 
sen an, siendo m la frecuencia angular. 


Solucion de una eeuaeion 
diferencial de primer orden 




Al resolver la ultima eeuaeion, se obtiene un valor para u en una 
eeuaeion que no tiene entrada. Por esta razon u se eonocc como res- 
puesta transitoria o litre y es parte de la solucion. La eeuaeion que 
involucre v tiene la funcion de entrada y da un valor de v cuando 
exisle la entrada, la cual fuerza una respuesta particular del sistema. 
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6 0 =(A> /fl o) t? ,ll-exp-(a 0 //a 1 )] [4] 

Cuando i = 0, entonces el termino exponencial tiene el valor de 1 y 
asi 6 0 — 0. Cuando i = oc, el termino exponencial tiene un valor dc 0 
y asi a 0 = (b [} ! a 0 )9 i . Este cs cl valor de la salida que se presenta 
cuando Ios efectos transitorios han desaparecido, es decir, el valor cn 
estado estable, De este modo, la relation entre la salida y la entrada 
en estado estable es 


6 0 = (b 0 t a Q )B. 


y la funcion de transference G ss en estado estable es 


G 


SS - 




K 


[5] 


La ecuacion (4) puede asi eseribirse como 


Tabla 3.1 Respuesta de un 
sistema de primer orden a una 
entrada escalon 


[1 - exp - (aj / a ] )] [6] 

Cuando el tiempo es t = (a l / a rj ) entonces el termino exponencial 

tiene el valor de e r = 0.37 y 


Tiempo t 

6 > o /$, 

0 

0 

lr 

0.63 G^ 

2t 

0.86G,, 

3r 

Q.95GSS 

4 c 

QMG SS 

5t 

0.99 G y , 

CC 

CA 


ejo. 



=G ss e i (l-031) = 0.63G s ,6 t 

En este tiempo la salida ha aleunzado el 0,63 de su valor en estado 
estable. Este tiempo se denomina cons tame de tiempo , r. En un tiem- 
pn de 2 ( 0 , i a 0 )=2i, el termino exponencial se convierte en e -2 = 
0.14, y asi 

0 O = G ss 6 i (l-0A4)=0MG 55 d l 

De manera similar, los valores para la salida se pueden calcular des¬ 
pues de 3r, 4r, 5r, etcetera. La tabla 3.1 presenta los resultados de di- 
cho calculo y la figura 3.7 la grafica de 0 o /0 Es graficada contra cl 
tiempo. Estos resultados son generalcs y sc aplican a todos los siste- 
mas representados por ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Asi, la ecuacion (6) se puede escribir en terminos de la constants 
de tiempo como 

0 o - G ss 0 o (1 -e _/ r ) [7] 

y se pueden usar las rclaciones G ss - b 0 fa 0 y r = a, !a 0 para escribir 
la ecuacion diferencial de primer orden (ecuacion (1)) en la forma 

An 

ai -p + a a e o =b 0 e, 

d t 


a 0 dt ° a„ 


Figura 3.7 Respuesta de un sistema 
de primer orden a una entrada 
escalon 


=G„0, 


[S] 







For csta razon v se den urn in a respuestaforzada y es pane de la so In- 
don. Esta solucidn total es, cntonces 

& 0 — U + V' 

Respucsta Respuesta 

transitoria forzada 

Para obtener la respucsta transitoria no cs ncccsario conocer 
ninguna forma quc adopte la cntrada; la rcspuesta es independienLe 
de la entrada. De este modo, se necesita resolver la ecuacion diferen- 
cial (3), lo cual se puede lograr niediante la prueba de una solucion. 
Se supone 

it = As xl 

Entonces, puesto quo dn/'d/ 1 = rivcD la ecuacion difereneial se con- 
vierte en 

y a$L dado que el termino rie' ,r se cancela 
a,$ + a r: -0 


_ a '-- 
CL\ 

De esta manera 

it - A exp-(fl i; r / (TJj) 

Para obtener la solucion de la ecuacion difereneial (2) 

dr ,. 

a, — - a n r = nu. 

1 dt J 

uunbien se prueba una solucion. La forma de la solucion a probar de¬ 
pended de la forma de la senal de entrada. De este modo para una 
entrada escalon cuando 6. es una constante para tiempos mayores a 
t ~ 0, la solucion quc sc prueba es v = k donde k es una constante. Si 
se tiene una entrada que se puede deseribir mediante una ecuacion de 
la forma#; = a + df - ordonde cualquiera de los uoefidenies a, 
b. c, etcetera puede ser cero, entonccs se prueba una solucion de la 
forma v = a. + ht + ct ‘ ~ . For Lo tanto, para una serial ramp a donde 

sc tiene 9. = ht entonces la solucion a probar es v = bt. Para una senal 
seno o coseno sc prueba con v = A sen cot + B cos a)i. 

Suponga quc la entrada que se toma es una entrada escalon (figu- 
ra 3.5a) que se presenta en t - 0, es deeir, la entrada subitamentc 
brine a de t = 0 a un valor tf, y permanece constante en esc valor para 
cl rcslo del tiempo; entonces sc puede probar conic posible solucion 

v = k 

Puesto que kes una constante, dv/dt -Gy as! la ecuacion difereneial 
se convierte en 
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Entrada 


a^k-hO. 



y asi 

v = Mi 

Dc cstc modo, la solucion completa es 
9 0 =u + v 

6 a = j4cxp- (a 0 t / a y ) + (b n / )9 i 

El valor de la constante A se puede determinar al dar una condicion 
inicial (o en frontcra). Asi, si 9 =0 cuando t “ 0, entonces 

0 = A + (b 0 / a 0 )0i 

De esta manera, A =-(b Q / a Q )(9 P y as! la ecuacion se convierte en 
8 a = -(i 0 /o 0 )6),exp-(fl 0 //a 1 ) + (i.„ ! a 0 )0, 


b) 8 C = (b B [4] 

Figura 3.6 a) Entrada escalon para La figura 3.6b muestra la grafica de Como vari'a la salida 0 o con cl 

un sistema de primer orden y b) la tiempo para la entrada escalon que ilustrala figura 3.6a. La grafica y 

salida resultante la ecuacion son generales y desenben la respuesta de todos los siste- 

mas de primer orden a una entrada escalon que se presenta cn i = 0. 


Ejemplo 2 

Un sistema electrico formado por un resistor en serie con un capaci¬ 
tor (como describe la figura 3.4), cuando esta sujeto a una entrada es¬ 
calon de magnitud f exhibe como salida una diferencia de potencial 
a traves del capacitor v c , la cual esta dada por la ecuacion diferencial 

dv~ 

/?C^ + Vr =V 
At 

^Cual cs la solucion dc la ecuacion diferencial, es decir, como varia 
v c con el tiempo? 

Respuesta 

Al comparar la ecuacion diferencial con la ecuacion (1) 

+ =b B d, 

dt 

entonces a l = RC\a Q = lyb 0 = 1. Asi, la solucion es de la forma dada 
por la ecuacion [4] 

= (b 0 /fl o )0 t Ll-cxp-(dJ o //a E )] 
v c =F[l-exp (t / RC)] 


La constante de tiempo 


Para la solucion, ecuacion (4), de una ecuacion diferencial de primer 
orden (1) 
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°o =(A> / a o )^iP “ exp- (a Q t i flj)] [4] 

Cuando t = 0, entonces el termino exponencial tiene el valor de 1 y 
asi 6 0 — 0. Cuando i = oc, el termino exponencial tiene un valor dc 0 
y asi a 0 = (b Q ! a 0 )9., Este cs cl valor de la salida que se presenta 
cuando Ios efectos transitorios han desaparecido, es decir, el valor cn 
estado estable, De este modo, la relation entre la salida y la entrada 
en estado estable es 


0 o = (b Q /a Q )0 i 

y la funcion de transferencia G ss en estado estable es 


G = Lc=L. 
0, a n 


[5] 


La ecuacion (4) puede asi eseribirse como 


Tabla 3.1 Respuesta de un 
sistema de primer orden a una 
entrada escalon 


= Gxd&l - exp - (a u t / fl,)] [6] 

Cuando el tiempo es t = (a l / a rj ) entonces el termino exponencial 

tiene el valor de e r = 0.37 y 


Tiempo t 

eje, 

0 

0 

lr 

0.63 G t-5 

2t 

0.86G„ 

3r 

095G SS 

41 

0.98G, S 

5t 

0.99G VS . 

X 



8 JO. 



=G ss e i (l-0.37)-0.6^G ss e i 

En este tiempo la salida ha aleunzado el 0,63 de su valor en estado 
estable. Este tiempo se denomina constants de tiempo , r. En un tiem- 
pn de 2(a l / a 0 )=2z, el termino exponencial se convierte en e“ 2 = 
0.14, y asi 

= G ss d i (l-0A4)=0MG ss e i 

De manera similar, los valores para la salida se pueden calcular des¬ 
pues de 3r, 4r, 5r, etcetera. La tabla 3.1 presenta los resultados de di- 
cho calculo y la figura 3.7 la grafica de 9 U /& i9 graficada contra cl 
tiempo. Estos resultados son generalcs y sc aplican a todos los siste- 
mas representados por ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Asi, la ecuacion (6) se puede escribir en terminos de la constante 
de tiempo como 

0 o = G ss 0 o (1 -e -; r ) [7] 

y se pueden usar las rclaciones G ss - b 0 /a 0 y r = a,/a 0 para escribir 
la ecuacion diferencial de primer orden (ecuacion (1)) en la forma 

«1 ~r + a a 0 o = b 0 0 l 
d t 


a 0 dt ° 


Figura 3.7 Respuesta de un sistema ^ 

de primer orden a una entrada r—- + 6 0 = G ss 0 t 

escalon d / 


[8] 
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v a {V) 



Figura 3.8 Ejemplo 3 


Ejemplo 3 

La figura 3.8 muestra como la salida v 0 de un sistema de primer or- 
den varia con el tiempo cuando esta sujeto a una entrada escalon de 5 
V. Estimar a) la constante de tiempo, £>) la funcion de transference 
en estado estable y c) la ecuacion difcrcncial dc primer orden para cl 
sistema. 

Respuesta 

a) La constante de tiempo r es el tiempo que toma para que cambie 
la salida de un sistema de primer orden de 0 a 0.63 de su valor en 
estado estable, En este caso el tiempo es de casi 3 s. Este valor se 
puede verificar dado que el sistema es de primer orden, median- 
tc la evaluation dela salida cn2r, es decir, 6 s. Con un sistema de 
primer orden este seria 0.86 del valor cn estado estable, que cn 
este caso si es. 

h) La salida en estado estable es 10 V. De este modo, la funcion de 
transferencia en estado estable es (valor en estado estable de 
salida/entrada) = 10/5 = 2. 

c) La ecuacion difcrcncial para el sistema de primer orden se puede 
escribir como (ecuacion (8)) 

-G ss e , 


dr 


Ejemplo 4 

Larelacion entre la velocidad angular de salida 0) o y el voltajede en¬ 
trada iv para un motor sujeto a una entrada escalon esta dada por 

JR d o> 0 1 

- 0 +a>. =— Vj 

K\K 2 d t 0 

^Cual sera el valor en estado estable de la velocidad angular y la 
constante de tiempo del sistema cuando v t = VI 

Respuesta 

La ecuacion diferencial se puede comparar con la ecuacion (8) 

t^-+0„=G. w 0, 

dr 

De este modo, la funcion de transferencia en estado estable G ss es 
1 / K { y, por lo tanto, la velocidad angular en estado estable es 
(1 / K { )v [t La constante de tiempo es JR i K l K 2 . 


El Operador D Una manera dc plantear una ecuacion diferencial es en terminos de 

io que se denomina el operador D t En una ecuacion diferencial dOidt 
sc reemplaza por DO, donde D sc conoee cumo el operador . De ma¬ 
nera similar, d 2 0/dr 2 se puede reemplazar por D 2 (9. En general 
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EloperadorDy la ecuacion 
diferencial de primer orden 


La integration dc 0 cn una ccuacidn implica reemplazarla por D _t 6>. 
El operador D, combmado cori eurislames y polencias enteras de si 
mismo. se puede manipular mediantc las reglas generales del alge¬ 
bra. A si, por ejemplo 

DB + 6= (D + 1)0 

donde 0 es la variable; 

D (u + v) = Du + Dv 

donde u y v son las variables; y 

D ,I D ul G = D H ' m G 

donde 0 es la variable, y n y m son enteros pusilivos. 


Una ecuacion diferencial de primer orden (ecuacion (1)) 
d 0 

a ] — 1 + a A 6 n = b r G 

d t 

cuando se escribe en terminos del operador D, se convierte en 

a ] D0 o +a Q $ 0 [ 10 ] 

Existen varies procedimientos para resolver ecuaciones diferen- 
ciales expresadas en esta forma, Un metodo es segnir una tecnica si¬ 
milar a la que se describio al inicio de este capitulo para Ja solucion 
de ecuaciones diferenciales en las que se tienen respuestas trarisito- 
ria y forzada. 

De este modo. sea 

6 tj = u + v 

entonces 

D$ n = D it i Dv 

y asi la ecuacion (10) se convierte en 
a { (Du -t Dv) 4- u 0 (u + v) = b 0 6- 
(a { Du + a 0 u) -t (a t Dv +■ a 0 v) = b {i 6 i 
Si 


a,Dv + a 0 v = b 0 9- t [11] 

entonces 

a t Du + a 0 u = Q [ 12 ] 

« es la solucion cuando no hay entrada, es decir, la solucion transito- 
ria. Suponga que para esta ecuacion transitoria se prueba una solu- 
cion dc la forma 


u = A e Si 
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entonces 

— = D u- Ase 
d t 

Por lo tanto, la ecuacion (12) sc convierte en 
(ap> + a 0 )A c st - 0 


y asi 


+ a Q ) - 0 

Esta ecuacion sc dcnomina ecuacion auxiliar . Esta, en cfccto se for¬ 
ma al Lomar la ecuacion diferencial para 0 o en la forma del operador 
D, haciendo 6 i igual a cero y sustituyerido el operador diferencial 
por la variable algebraica s. Por lo tanto, s--a^ia x y la solucion 
transitoria es 

u = Ae xt - exp (-«„//«,) 

Para obtener la solucion dc la ecuacion diferencial (11) 
a t Dv + a a v = bO i 

tambien se prueba una solucion. La forma de la solucion a probar de¬ 
pend era de la forma dc la senal de entrada. Asi, para una entrada es- 
calon cuando 6- es una constante para tiempos mayores que t = 0 , la 
solucion a probar es v = k, dondc k es una constante. Cuando se tiene 
una senal que se puede describir mediante una ecuacion de la forma 
Q. - a - 3 - bt + cf 2 +.., donde cualquiera de los coeficientes a, b, c, et¬ 
cetera, puede ser cero, entonces se prueba una solucion de la forma 
v - a +/jt+cP+„.. Por lo tanto, para una serial rampa dondc se tie¬ 
ne 6* ; = Ztf entonces la solucion a probar es v - bt. Para una senal seno 
o coseno se prueba con v = A sen on + B cos on. 

Suponga que se toma la entrada que es una entrada escaldn que sc 
presents en t- 0, es decir, la entrada brinca subitamente de t = 0 a un 
valor 0 j, y sc mantiene constante en ese valor para el rcsto del tiem- 
po, entonces se puede probar conio posible solucion 

v = * 

Puesto que k es una constante dv/dr = Dv = 0, la ecuacion diferencial 
se convierte en 

a Q k = b{ } 0 ■ 

y asi 



La solucion complcta cs, dc este modo 
$o = « + v 

6 0 =Aexp-(a 0 tfa l ) + (b Q fa 0 )O i 
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rv\/\/>'', 


Presion 

manometries 

P 


Desplazamicnto d 

Figura 3.9 Ejemplo 5 


El valor de la constante A se puede determinar al dar una condicion 
inicial (o en frontera). De esta forma, si 0 o = Ocuando t- 0, entonces 

0 --A + {b,!a,)e k 

De esta manera, A — -(h 0 1a u )6f, y asi la ecuacion se convierte en 

e \ = -(^o /a o ex P“ (V^i) -*■ (A /a o Wi 

^{bja^e^-cxpi-a.t/a,)] [13] 

El valor en estado estable de la salida 0 o se obtiene cuando en esta 
no hay cambios eon el tiempo, es decir, dO a fdt = D6 o ~0. Cuando 
estos se presentan entonces O o 10. = b 0 fa Q . De esta mancra, la fun- 
cion de transferencia en estado estable G ss sc puede definir como 

G. = 

a } ja Q se llama la constante de tiempo r (vca al inicio de este capitu- 
lo) y asi la ecuacion (13) se puede escribir como 

=Gs S 0 i (l-e"' /r ) [14] 

La ecuacion (10) en funcion del operador D para el sistema de pri¬ 
mer orden 


a P9 a +a ri 0 n =b 0 9 i 
a menudo se escribe en la forma 
b. 


9- a^ + a, 

_ V^n 
6- (a { !a 0 ) D + l 

y con la constante de tiempo r como a { /a u y la funcion de transferen¬ 
cia en estado estable G ss como b 0 la G 

*>, _ G s 

tD + 1 

Esta fonna de ecuacion es tipica de un sistema de primer orden. 


[15] 


Ejemplo 5 

El desplazamiento d de un fuelle (figura 3.9) se relaciona con la pre¬ 
sion manomctrica p, es decir, la presion en el fuelle es relativa a la 
presion atmosferica, mediante una ecuacion diferencial de primer 
orden 


d _ k 
p rD +1 

Resolver la ecuacion para una entrada escalon de presion en t ~ 0. 
Respuesta 

Esta ecuacion es de la forma de la ecuacion (1 5) 
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d [ rD + 1 

para la cual la solucion, cuando habi'a una enlrada escalon en t = 0, es 
de la fonna de la ecuacion (14) 

0 O -G ss 6 (1 -c ' ) 

Asi, la solucion para el fucllc cs 

d = kp( 1 -e' ,T ) 


Ejemplos de sistemas de 
segundo orden 


Masa m 


^ Resorte 




5 — S] — 



Amortiguamiento 


Fuerza 
aplicada F 


^ntrada 


Sistema 

resorte 


Desplazamiento x 


Muchos sistemas de segundo orden se pueden const derar, en esen- 
cia, solo como un resorte con una masa y algun medio para propor- 
cionar amortiguamiento. La figura3.10 ilustra las bases de dicho sis- 
tema. Las fuerzas que actuan sobre la masa m son la fuerza aplicada 
F en una direccion y, en la direccion contraria, la fuerza generada 
por el resorte estirado y el amortiguamiento. La fuerza debida al re¬ 
sorte cs proporcional a la cantidad x, que es lo que se ha estirado el 
resorte y asi se puedc escribir como kx, donde k es la constante para 
el resorte. La fuerza debida al amortiguamiento, efectivamente un 
piston que se mueve en un contenedor, es proporcional a la razon a 
que cambia ei desplazamiento del piston, es decir, proporcional a 
dr/df. Asi, la fuerza debida al amortiguamiento se puede escribir 
como cdr/df, donde c es una constante, Por lo tanto, la fuerza neta 
que actua sobre la masa es 

Fuerza neta = F - kx - c— 
d t 

Esta fuerza neta hace que la masa m adquiera una aceleracion a (se- 
gunda ley de Newton). De este modo 

F - kx - = ma 

dr 

Pero la aceleracion es la razon de cambio de la vclocidad dv/dr y la 
velocidad v es la razon de cambio del desplazamiento x, es decir, 
dr/d/. Asi 


Figura 3.10 Un sistema resorte de 
segundo orden 


_ dv __ d(dr/dr) _ d 2 x 
dr dr dr 2 
Por lo tanto 


F - kx - 


dr 
c — 
dr 


dfr 
m —- 

dr 


o, cuando se reordena 


d 2 x 

m - 

dr 2 


+ c— + kx=F 

dr 


Esta es una ecuacion difcrcncial de segundo orden de un sistema 
que tuvo una abrupta aplicacion de la fuerza F, es decir, una entrada 
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Entrada 


■ Tiempo 



Salida 


Tiempo 


- Tiempo 


Figura 3.11 Tipos de variacion de 
la salida con e! tiempo a) para una 
entrada escalon con b) no amorti- 
guamicnto, c) algun amortigua¬ 
miento, d) amortiguamiento alto 


escalon. La forma en quc cl desplazamicnto resultante x variaru con 
el tiempo dependera de la cantidad de amortiguamiento en el siste¬ 
ma, Si no hubiera amortiguamiento, entonces la masa oscilaria 
libremente sobre el resortc y las osciiaciones continuarian de manera 
inddmida. No tener amortiguamiento signifies cdxidt = 0 . No obs¬ 
tante, el amortiguamiento eausara osciiaciones quc desapareccn 
hasta quc sc obtiene el desplazamicnto estable de la masa. Si el 
amortiguamiento es lo suficienlemente grande no habra osciiaciones 
y el dcsplazamiento dc la masa se incremental lentamente con el 
tiempo y la masa se movera en forma gradual hacia su po si cion de 
desplazamiento estable (figura 3.11) 

Otro ejemplo dc sistema dc segundo orden es un circuito RLC en 
scric (figura 3.12). Para tal circuito. cuando esta sujeto a una entrada 
escalon de magnitud Pen r = 0, la corriente i esta dada por 

+ , 1 , _ V 

dr L dt ^ LC 1 ~ ~LC 

El amortiguamiento en el circuito RLC esta provisto por la resisten- 
cia. En ausencia de esta, la corriente del circuito oscilara libremente 
y continuara de manera indefinida. Entonces el termino (R!L)diidt 
es cero. No obstante, la presencia de la resistencia eausara osciiacio¬ 
nes que desapareccn hasta quc sc obtiene la corriente estable. Sin 
embargo, si la resistencia, es decir, el amortiguamiento, es lo sufi- 
eienlemenle grande no habra osciiaciones. La corriente se incremen¬ 
ts™ poco a poco con el tiempo y de manera gradual se movera hacia 
cl valor estable de la corriente. Las graflcas de la variacion de co¬ 
rriente con el tiempo son tal como se mucstran cn la figura 3.11, para 
la variacion del dcsplazamiento del rcsorte con el tiempo para dife- 
rentes grados de amortiguamiento. 


L 

J- w vvv. 


Entrada y 
escalon 


Figura 3.12 Circuito RLC en serie 


Entrada 


Sistema RLC 


Salida 


La ecuacion diferenciai de 
segundo orden 


Una ecuacion de segundo orden tiene la forma general 


a-, ■ 


d'0, 

dr 


A I± 

1 dr 


-°<A = b i,°, 


[16] 
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donde b 0 , a u , a { y a 2 son constantes. 

En ausencia de cualquier tipo dc amorliguamiento la sal Ida de un 
sistcma dc segundo orden es una oscilacion eontinua, la cual se pue- 
de describir mediaiile la ecuacion 


- A sen ojJ 

donde A es la amplitud de la oscilacion y es la frecuencia angular 
de las oscilaciones libres no amortiguadas, Al diferenciar esta se ob- 
tiene 


d/ 

d 2 0 o 
dr 


= 0) r A cos (of 
- -arisen amt =-co :Q a 


asi, la ecuacion diferencial se conviertc cn 


dr 


+ W X =o 


La ecuacion diferencial de segundo orden general normalmcnte sc 
escribe como 


d l B a 

dr 


+ 2go? 


—- + co~ n 0 n = b.cotd- 
d/ 1 '■ 1 


[17] 


donde co n cs la frccucncia angular con la cual cl sistema oscilara li- 
bre en ausencia dc cualquier tipo de amortiguamiento y £ es el factor 
dc amortiguamiento relativo . Cuando £ escero sc tienen oscilacio¬ 
nes libres, situacibn que describe la figura 3,11/?; cuando f es menor 
que 1 se tiene la situation de la figura 3.1 lc; y cuando £ es mayor que 
1 la situacion es la de la figura 3,1 Id. Las razones de esto se presen- 
tan cn la siguiente section de este capitulo. 


Solution de una ecuacion 
diferencial de segundo 
orden 


Una ecuacion diferencial de segundo orden se puede resolver me- 
diante el metodo antes dcscrito para la ecuacion diferencial de pri¬ 
mer orden. A si, si se sustituye 0 0 

0 C - u + v 

Rcspuesta Respuesta 

Iran si tori a forzada 


cntonces para u 


d 2 u , du o 

- +2 QOJ r — + “ u = 0 

d f d / 


[18] 


y para v 


+2'Cw n — -rwlv ~o.) 2 K0 

dr dt n 11 0 J 


[19] 
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Para resolver la ecuacion transitoria se puede probar una solucion 
de ia forma 

u - Ac" 

Con dicha solucion 

— = Ase“ 
dr 

— = .^ 2 c !t 

dr 2 

Asi la ecuacion (18) se convierte en 

A 5 V 7 + 2£a> n ^c" r + co l Ac" =0 

s 2 +2 ^a) n s + a) 7 a = 0 [20] 

De estamanera, u = Ae st puede seruna solucionprobada si la ecua¬ 
cion anterior es igual a 0. Esta ecuacion se denomina ecuacion auxi¬ 
liary Las raiccs de la ecuacion se pueden obtener factorizando o 
usando la formula general para ecuaciones cuadraticas 

-b±J(b 2 -4ac) 

s -—-'- 

2a 

donde a, b y c son las constantes en una ecuacion de la forma 
(ax 2 4- bx -f c) - 0. Asi, en el contexto de las constantes dadas en la 
ecuacion (20) 

“2£a> „ +V(4 J w 2 -4w 2 ) 

5 - —--- 

2 

S = ~& a ±a) nV(? 2 _1 ) 

Los valores de s que se obtienen a partir de la ecuacion anterior 
dependen en gran medida del valor del termino con cl radical (raiz 
cuadrada). De esta manera, cuando es mayor que 1, cl termino con 
cl radical da una raiz cuadrada de un numero positivo, y cuando es 
menor que 1 se dene la raiz cuadrada dc un numero negativo. El fac¬ 
tor de amortiguamienlo relativo es cmdal, ya que determina si el nu¬ 
mero al que se extrae raiz cuadrada es positivo o negativo y, por lo 
tanto, la forma que tendra la salida del sistema. 

Cuando £ > 1, entonces hay dos raices reales diferentes s Y y s 2 , donde 

=4<w„ +<w„V(S J -i) 

, 2 =-tw n -w„V(? 2 -1) 

y asi la solucion general para it es 

u = ^exp^f + Btx$s 2 t [22] 

En estas condiciones se dice que el sistema esta sobreamortiguado. 
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Cuando £ = 1 hay dos raices reales iguales con =s 2 =-0) B , En 
esta condicion, se dice que el sistema esta criticamente amortigua- 
do , 

u = (At + i?)exp- (oj [23] 

Podria parecer que la solucidn en este caso serfa u = Ae sl , pero tal so¬ 
lution, con una sola constante A, no satisface las condiciones inicia- 
les para un sistema de segundo orden. 

Cuan do £ < 1 hay dos raices complejas puesto que ambas involu- 
cran a Dc esta manera, la ecuacion (21) se puede escribir 

como 

s = - 1) 

s = -£(0 a ±cu„V(-l)(l-S 2 ) 

y asi, escribiendo j en lugar de \(-l) 

±jw 0 V(i-S 2 ) 

Si se hace 

[24] 

entonces 

±jw 

y de este modo, las dos raices son 

s i - n + j oj 
$2=~& n -\0) 

El termino w es la frecuencia angular del movimiento cuando esta 
en la condicion amortiguada especificada por £. La solution en estas 
condiciones es 

u = Aexp(—£a) n + j w)l + B exp(-£tu n + jtu)/ 
u - exp j)[ A exp(jcor) + B exp (-jo/)] 

Pero 

c j<! * =cos (ot + jsen cot 

y 

e~ JW ' = cos cot - jsen o)t 
Por lo tanto 

u - exp (-£tu J)(A cus cot + j A sen cot + B cos wt - j# sen wt) 

u = exp + B)cosojf + ](A - B )sen o/] 

Si se sustituyen las constantes P y Q para (A 4- B)y j(A - B\ enton- 
ccs 

w =exp(-£o n /)(Pcosof + Q sen cot) [25] 

En tales condiciones se dice que el sistema esta subamortiguado. 
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O f 



2 4 6 8 10 12 

0)J 


Figura 3.13 Respuestas de un 
sistema de segundo orden a una 
entrada escaidn 


Para resolver la ecuacion forzada (18) se considers una forma 
particular de la serial de entrada y de esta manera se prueba una solu¬ 
tion. A si, para una entrada e seal on de inagnitud 0 i en el tiempo i = 0, 
sc puede probar una soiucion de la forma 

v = k 

donde k cs una constante (vea el anabsis de la soiucion de las ecua- 
ciones diferencialcs de primer orden en referencia a la elec cion dc 
soluciones). Para tales soluciones 

^-0 

dt 

y 



dr 

asi la ecuacion (19) se convierte en 

0 + 0 -f cu^k — b Q Q)“ n 9 i 
Dc cstc modo 


V - br.0 j 

La soiucion completa es, de esta manera, la suma de u y es decir. la 
respuesta transitoria mas la forzada. Asi, para el sistema sobreamor- 
tiguado 

6 q = A expsp + D cxpsJ + b a 9- [26] 

para el sistema cnticamente amortiguado 


0 Q = (At -t- if)exp- w T t 4- b 0 O. [27] 

y para el sistema subamortiguado 

Q o - exp (-^oj j)(P cos 0 )t -i-2 sen cur) + b o 0, [28] 

Cuando t -> oo entonces las tres ecuaciones antcriores tiendeii a la 
soiucion 0 o - b 0 6 r Dc esta manera 


Funcion de transferencia en estado estable G ss p9] 


La figura 3.13 describe las graficas de la salida como funcion del 
tiempo para diferentes grados de amortiguamiento, es decir, diferen- 
tes valorcs dc factor de amortiguamiento relativo £. El eje de tiempo 
cs CDJ, Esto se hace para que las graficas se ajusten a cualquicr siste¬ 
ma de segundo orden sin considerar el valor de a) :1 . En consecucncia, 
los valores de 8 0 = 0 se dan en el caso de oscilaciones no amortigua- 
das para co J = 0,2 t, At, etcetera y los valores de 0 O = 2 en t, 3jt, et¬ 
cetera. 


Ejemplo 6 

Un circuito RLC en serie como el que ilustra la figura 3.12, tiene 
R -lOOU, L-2.0H y C -20La corriente i en el circuito esta 
dada por 
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dj Adi 1 V 

d t 1 Ldt LC 1 ~ Zc 

cu an do ye aplica una entrada escalon de magnitud V. 

a) ^Cual es la frecuencia natural del circuito? 

b) ^E1 si sterna esta sobrcamortiguado, criticamente amortiguado o 
subamortiguado? 

c) ^Cual es la frecuencia de oscilacion amortiguada? 

d) ^Cual cs la solucion de la ecuacion difercnciaf si cuando t = 0 se 
tiene 9 o = Qyd6 o / d/ = 0 7 


Respites La 


a) 


A1 comparar la ecuacion anterior con la ecuacion 


d 2 0 , 


d 8 n 


dr dt 


(17) se obtiene 


1 


LC 


1 _ 

2.0 x 20 x 10 6 


(0 -158 Hz 


b) A1 compar una vez mas con la ecuacion (17) se tiene 

^ R 100 
L 2.0 
Dc este modo 
50 


S = : 


-0.16 


2x158 

Como £ es tnenor que 1 ; el sistema esta subamortiguado. 

c) La frecuencia de oscilacion amortiguada (o esta dada por la 
ecuacion (24) como 

w = w„{l-£ 2 ) = 158 v '(l-0.026) =156 Hz 


d) Debido a que el sistema esta subamortiguado, la solucion sera de 
la forma dada por la ecuacion (28) 

0 Q =exp( %co n t)(P cos cot +2 sen cot) + b Q 0 i 
Puesto que 0 o =0 cuando t = 0, entonces 
0-1 (P \ 0)-j -b (] 0 { 

De este modo, P - ~b^0-. 

Puesto que d0 o idt = 0 cuando t ~ 0, entonces, y debido a que 
d(m')/df = udvidt + vdii/dr 

—- -exp(-^(u n /)(taPsen cot - o)Q coscot) 
d / 

cxp(~^a) n f)( J Pcos cot + (7 cos ojL) 

0 = l(0-u)Q)~& a (P+Q) 

Q^frJeoX-b^) 

Asi 

0 o = exp (- ^ojj)\-b0 i cos cot - £( to, /oj) 6 ] - r *7 
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Par torsional 
de 


Momenta de 
inercia I 



Par de friccion 
de oposicion 


Figura 3.14 Ejemplo 7 


Puesto queo> n =158 Hz, ? =0.16, = 156 Uz , b, =\y 0 i 

cntonccs 

0 o = -Lexp (-250icosl56/ +0.16sen 156/] + V 

Ejemplo 7 

Existen diversos sistemas que involucran la deformacion de un eje 
como resultado de alguna entrada. La figura 3.14 muestra este siste- 
ma basico. La entrada, un par 1\ se aplica a un disco con momento de 
inercia /alrededor del eje de rotacion. El eje puede girar librcmcntc 
en la union con cl disco, pcro csta fijo en el otro extreme. La rotacion 
encuentra oposicion por la rigidez torsional del eje, el par de oposi¬ 
cion es kd 0 que se genera por una rotacion 0 o , donde k es una cons- 
tante. Las fuerzas de friccion amortiguan la rotacion del eje y produ- 
cen un par de oposicion de cd0 o /dt f donde c es una constants y 
d<9 n idt es la razon a la cual cambia el desplazamiento angular de 
entrada con el tiempo. 

a) ^Cual es el par neto que aclua sobre el eje cuando existe un des¬ 
plazamiento angular de entrada de 0 u ? 

b) Un par neto produce una aceleracion angular dc/d"0 o /drL Por 
consiguiente, esenba la ecuacion diferencial para este sistema. 

c) ^Cual es la condicion para que cstc sistema este criticamente 
amortiguado? 

Respuesta 

a) El par neto es 

m d $ n _ 


b) El par neto es Id / d/, por lo tanto 

dr df 

l^L + c^- + kO a --T 
At 2 At 

c) La condicion para amnrtiguamiento critico esta dada por el fac¬ 
tor de amortiguamiento relativo £ = 1, A1 comparar la ecuacion 
anterior con la ecuacion (17) 

d , a ,° +2 Zw^ + a>le 0 - bfi)\e , 

dr At 

Entonces 


Dc este modo 


2 <oJ 2I^j(k/l) 





Solution de una ecuacion diferencial de segundo orden 97 


Asf el anioriiguamiento critico significa qne se debe tener 
c = 2V(W) 

Ejemplo 8 

La salida 0 o de un sistema de segundo orden varia con el tiempo 
cuando esta sujeto a una entrada escalon 0- de acuerdo con la ecua- 
cion diferencial 

^- + 4 ^ + 4 = 4 *, 
dr dr 

^Cual cs a) la frecuencia angular no amortiguada, b) el factor de 
amortiguamiento relativo y c) la solucion de la ecuacion diferencial 
cuando hay una entrada escalon 0 i cn t = 0, se ticne ademas que 
0 a = 0y 66 0 idt -0? 

Respues ta 

a) A1 comparar la ecuacion anterior con la ecuacion (17) se obtiene 

d 2 6 n ^ d$ 

—^+2&„.-^ + u;Q 0 =b,co;0, 

at~ CU 

®.=2Hz 

b) Si se compara una vcz mas la ecuacion diferencial con la ecua- 
cion (17) 

C = l-0 

El sistema es criticamente amortiguado. 

c) La solucion a un sistema criticamente amortiguado sujeto a una 
entrada escalon es de la forma dada por la ecuacion (27), cs de- 
cir, 

0 o -(At^B)Qxp-w T] t + b 0 G i 

Puesto que $ n = 0 cuando t = 0, entonces 
O=(O + J y)l + b o 0 i 
B=-b 0 d. 

Dado que d0 o /d/ = 0 cuando t = 0, entonces, puesto qued(wv)/dr 
= udv/dt + vdw/dL 
66 

—- = Acxp-ajj + (At +B)(-oj n exp-ojj) 

dr 

Q = A-Bco a 

Por lo tanto, A = Bd)^ - -GJ n /? o 0.. De este modo 
0 o = (-o) n b Q 0;t - b 0 6 L )txp- ojJ + b 0 6 i 
0 o - -b Q Q t ((t)J 4 -l)exp-ru n r +b 0 9 l 
Puesto que a) n - 2 yb^ =1, entonces 
0 o - -0j(2r + l)e~ 3 ' 4 - 6 . 
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Ejemplo 9 


Un sistema de segundo orden tiene una salida 0 H que varia con el 
ticmpo t cuando esta sujeto a una entrada escalon 0 { de acuerdo con 
la ecuacion difercncial 


d 2 0 


d r 


+ 13^+360 O =366, 

dr 


a) ^Cual es la frecuencia angular no amortiguada? 

b) ^Cual es el factor de amortiguamiento relativo? 

c) ^Cual es la solution de la ccuacion difercncial si cuando i = 0 se 
ticnc 0 o = 0 y d 6 n I dr = 0 ? 


Respites ta 

a) A1 comparar la ccuacion anterior con la ecuacion (17) se obtiene 

fA ( Xco^+a)^>=b,w]6, [17] 

d r dr 

a>l - 36 

oj n =6 IIz 

b) Si sc compara una vez mas la ecuacion difercncial con la ecua¬ 
cion (17) 

=13 

5=1.1 

El sistema esta sobrcamortiguado. 

c) La ecuacion de un sistema sobrcamortiguado cuando esta sujeto 
a una entrada cscalon es de la forma dada por la ecuacion (26) 
como 

0 o - ulexp^f - BQxps 2 t + b 0 O- 

s y s- t son las raices de la ecuacion auxiliar que se obliene al 
reemplazard 2 # {1 /dr 2 por5 2 ,d# 0 /'dr por $ e igualar la entrada a 0. 
Dc cstc modo 
x 2 +13^ + 36 = 0 
(s + 3)(s + 12) = 0 
Asf, s — — 3 o —12 . Por lo tanto 

0 u = Aq + 5e + 6 0 f?j 

Puesto que 0 U = 0 cuando t = 0, cntonces 

0 = A + 5 +b G 0 ] 

Debido a que d0 o / d/ = 0 cuando t = 0, entonces 

^f = -3/le -3 ' - 125e“ 12 ' 
dr 

0 - -3/4 -125 

Dc esta manera, A = -45 y asi A = -(4/3 )b () 0 i y 5 = (1/3)6 fJ 0 L . 
Por lo tanto, puesto que b 0 = 1 

= 0j[(l/3)e" 3f - (4/3)e ” 12 ' +1J 
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Medidas de desempeno 
para sistemas de segundo 
orden 


°o 



t s 


Figura3.15 Respuesta escalon 
cara un sistema no amortiguado 


La figura 3.15 ilustra la forma tipica de la respuesta de un sistema 
subamortiguado a una entrada escalon. Sc cmplcan algunos termi- 
nos para cspccificar tal desempeno. 

El tiempo de levantamientv i t es el tiempo quo toma a la respuesta 
0 0 levantarse desde 0 hasta el valor en estado estable d~ s , y es la me- 
dida de que tan rapido el sistema responde a una entrada. Este es el 
tiempo para que la respuesta oseilatoria complete un cuarto de eiclo, 
es decir, Dc este modo 

a>t t =±jr [30] 

iS 

En ocasiones, el tiempo de Icvantamiento se cspeciflca como el 
tiempo que toma a la respuesta levantarse desde algun porcentaje es- 
t pecificado del valor en estado estable, por cjemplo 10% a otro por¬ 
centaje especificado, por cjcmplo 90%. 

El tiempo pico es el tiempo que toma a la respuesta levantarse 
desde 0 hasta el primer valor pico. Este es el tiempo para que la res¬ 
puesta oseilatoria complete medio ciclo, es decir. rc . Asi 

wt^Tt [31] 

El sobrepaso cs la maxima cantidad que adquiere la respuesta por 
encima del valor en estado estable. Esta es, asi, la amplitud del pri¬ 
mer pico. Con frecuencia, el sobrepaso se escribe como un porcenta¬ 
je del valor en estado estable. 

La ecuacion (28) proporciona la variation dc la respuesta con el 
tiempo 

0 o - exp (~£w j)(P cos cot -1-0 sen cot) + 

Puesto que 0 o - 0 cuando t = 0, entonces 

O = l( J P-rO) + /j o 0 ] 

P = -b,0, 

Pero b 0 6- es el valor en estado estable 0 5S . De esta manera 

0 o = exp(~£a> n *)(0 ss coscot + 0sen cot) + 0 SS [32] 

El sobrepaso se presents en cot - it, asi 

0 Q = exp (-£a> n jF/ou)(0 ss + 0) + (9 SR 

El sobrepaso es la diferencia entre la salida en ese tiempo y el valor 
en estado estable. Por lo tanto 


Sobrepaso = 0 SS exp (-£<w n :r / co) 
Dcbido a que la ecuacion (24) da 

entonces 


f 

Sobrepaso = (9 SS exp 


“M/0-n, 









100 


Rcspucsta del sistema 


Sobrepaso - (9 SS exp 




k-V) 


Vv 

Expresado como un porcentaje de 0 
Sobrepaso en porcentaje = exp 


ss> 

f 


~ r C7t 




x 100% 


[33] 


[34] 


' J 


VaA 2 ) 

En la tabla 3.2 se dan los valores del sobrepaso en porcentaje para al 
gunos factores de amortiguamiento relativo en particular. 

Tabla 3.2 Sobrepaso pico en porcentaje 

Factor dc amortiguamiento relativo 0,2 0.4 0.6 0.8 

Sobrepaso en porcentaje 52.7 25.4 9.5 L5 


Una indication de que tan rapido decaen las oscilaciones la pro- 
porciona la razon de asentamiento o deer emeu to . F.s decir, la ampli- 
tud del segundo sobrepaso dividida entre la ampiitud del primer so¬ 
brepaso. El primer sobrepaso se presenta cuando (ot - n\ el segundo 
sobrepaso, cuando <nt - In. AsL la ecuacion (33) da para cl primer 
sobrepaso 


Primer sobrepaso - ^ss exp 




Vo-5 2 ) 


para el segundo sobrepaso un analisis similar da 
Segundo sobrepaso - # ££ exp 

Ud-s 2 ); 

De este rnodo, la razon de asentamiento es 

segundo sobrepaso 


Razon de asentamiento = : 


primer sobrepaso 


Razon de asentamiento = 


(9 SS exp[(-2fa/y(l-w ? )] 

0 SS exp[(-CWa-"F)J 


Razon de asentamiento = 


exp [—Cjt/V (1 — ^ 2 ) ] 


[35] 


El tiempo de asentamiento t s se emplea como una medida del 
tiempo que toman las oscilaciones en desaparecer. Este es el tiempo 
que toma a la respuesta decaer y mantenersc dentro dc un porcentaje 
especiftcado, por ejemplo, 2%, alrededor del valor en estado estable 
(figura 3.15). Esto signiflca que la ampiitud de laoscilacidn debc ser 
menor que el 2% de 6 ^. La ecuacion (32) indica como varia. la res¬ 
puesta 0 o con el tiempo 

$ t) - exp (~^O)j)(0^ cos o)t + Q sen on) + 0 
La ampiitud de la ostilacion es (0 O - 0 ), y de este modo 
Ampiitud =exp(-Cw n 0(^ss C0Sft,r + G sen ^0 
Los valores maximos de la ampiitud se presentan cuando mt es un 
multiplodejry asicosn^ = lysen wt =0. El tiempo de asentamiento 
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Ejemplo 10 

Un sistema de segundo orden tiene una frecuencia angular natural de 
2.0 Hz y una frecuencia amortiguada de 1.8 Hz. Para este amortigua- 
miento, ^cuai es a) el factor de amortiguamiento relativo, b) el tiem- 
po de levantamiento de 100%, c) el maximo sobrcpaso cn porcenta- 



je, d) ei tiempo de asentamiento de 2%. y e) el numero de ciclos de 
oscilaciones que se presentaran en cl tiempo dc asentamiento? 

Respues ta 

a) Puesto que la ecuacion (24) da 

co =co n> /(l-£ 2 ) 

1.8 = 2.0v'(l-i I ) 

y asi £ =0.44 

b) Debido a que la ecuacion (30) da 

aU r =±n 
_ Jt _ 


- = O.B7s 
2 w 2x1.8 

c) Ya que la ecuacion (34) da 

Sobrepaso en porcentajc = exp 


= exp 




Vo-e 2 ). 

-0.44jt 


x!00% 


|_V(I - 0.44') j 


xl00% 


= 21 % 

d) HI tiempo de asentamiento de 2% esta dado por la ecuacion (36) 
como 

4 4 


t. =■ 


- = 4.5s 


0.44x2.0 

e) La ecuacion (39) da, para un tiempo de asentamiento dc 2% 


Numero de oscilaciones 


=l(±-' 


n 


tx 1 


1 


7t\{ 0.44 2 


-1 =1.3 


Ejemplo 11 

La estructura de una antena de television esta sujeta a oscilaciones 
torsionales cuando se tiene un par de entrada; esta entrada es un es- 
calon pro vista por una subita rafaga dc viento. La ecuacion diferen- 
cial para la estructura es 

4Y + 5^ii + i00<? o =1000, 

At 2 At 

^Cual es, para la estructura, el tiempo de asentamiento de 2%7 
Respuesta 

A1 comparar la ecuacion difcrcncial con la ecuacion (17), es decir, 
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El operador D y los 
sistemas de segundo 
orden 


cntouceSj 2^oj n = 5 , Pero el tiempo de asentamiento de 2% esta dado 
por la ecuacion (36) coino 
4 4 

U = — = — = 1.6s 
tm n 5/2 

Ejemplo 12 

Un si stem a de segundo orden tiene un so b rep as o de 10% y un tiempo 
de levantamiento dc 0.4 s cuando esta sujeto a una cntrada escalon, 
t,Cual es a) el factor de amortiguamiento relativo, h) la frccucncia 
angular amortiguada, c) la frecuencia angular no amortiguada? 

Res pit esta 

£.7) El sobrcpaso cn porcentaje esta dado por la ecuacion (34) como 
Sobrepaso en porcentaje = exp ~ ^ - x 100 % 

_Vo-c 2 ). 

Asi 

0.10 = exp 

In 0.10 = 

Vo-e 5 ) 

5.3(1 -£ J ) = 9.9(4 
Por lo tanto, f =0.6. 

b) Usando la ecuacion (30) 

Ojt f ~\ti 

m = ——— =3.9 Hz 
2x0.4 

c) Puesto que la ecuacion (24) da 

W-£M n\/( 1 -S 2 ) 

3 9 

U) n = - — = 4.0 Hz 

V'(l-0.6 2 ) 


Una ecuacion diferencial de segundo orden, como la ecuacion (11) 

d0 o n , n 
«•>—-r + a i , +"A = M. 
dr df 

se puede escribir con los operadores D como 
a 2 D~0 o 4-a,D0 o =h ri Q. x 

(a^D 2 4- a s D 4- a Q )d Q -b o e i 

4 , _ b„ 

0. ii,D : + a,D i a 


[40] 
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Respuesta del si stem a 


Problemas 


La ecuacion diferencial de segundo orden, la ecuacion (17) 

d 2 0 o ^ &0 o 2d , 

—^+2ftu n —^- + a>A =bp) n 6, 
dr d t 

se puede escribir con los operadores D como 
V) 1 2 B u + 2£g> m D0 o +0)ld o =b x w\6 { 

0 b(x)~ 


[ 41 ] 


B- D 2 +2£u> n D + w;; 

Estas ccuaciones se pueden resolver con el mismo enfoque que se 
adopto para las ecuaciones diferenciales de primer orden. 


Ejemplo 13 

Un sistema sc pucdc rcprcsentar mediante 
gp _ 1 

0 i (D + 2)(D + 5) 

^Cual es la frecuencia angular no amortiguada y cl factur de amorti- 
guamiento relativo para el sistema? 


Respites fa 

La ecuacion se puede reordenar para obtener 
D ~6 q + 7D0 O -t-10^ o =6. 

Esta ultima ecuacion se puede comparar con la ecuacion (17) 


d 2 0 o ,, d0 o 
dr dr 


; a)iB n ~ b,ay:&: 


D 2 0 o +2tcolD0 o + oU0 c = b x 6 { 

De este modo, cujj -10y asi =3.2 Hz, y 2£o> r = 7y de estc modo 

£= 1 . 1 . 


1 Dar ejemplos de un sistema de primer orden y uno de segundo 
orden, en los que se induya la forma de sus ecuaciones diferen- 
ciales. 

2 Un sistema de primer orden tiene una salida v que varia con el 
tiempo t de acuerdo con 

v = K(l-c' 3 4 5 ') 

dondc V es ei valor cn estado estable de la salida, ( ;Cual cs la 
ecuacion diferencial? 

3 Un sistema de primer orden tiene una constants de tiempo de 4 s 
y una funcion de transference cn estado estable de 6. ^Cual cs la 
forma de la ecuacion diferencial para este sistema? 

4 Un termometro de mcrcurio tiene una con startle dc tiempo dc 
10 s. Si este se toma subitamente de un amhiente a 20 y se sn- 
merge en agua a80 c €,i,cual sera la temperatura que indica el 
termometro despues de a) 10 s, b) 20 s? 

5 Un circuit© consta de un resistor R cn scric con un inductor L. 
Cuando esta sujeto a una eritrada esc a Ion dc voltaje Ucn el tiem¬ 
po t = 0 la ecuacion diferencial para el sistema cs 
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di_ | R ._V_ 
dt L 

t,Cual es a) la solucion para esta ecuacion diferencial, b) la eons- 
tante de tiempo, c) la corriente i cn cstado estable? 

6 ^Cualcs son las constantes de tiempo y las funciuries de transfe- 
rencia en cstado estable para los sistemas de primer orden des- 
critos mediante las siguientcs eeuaciones? 


10 


11 


a) 0.6D£ o +9 o =0 i 

0, D t5 
c) (D + 3)0 5 - 26 ), 

Describa la forma de la variation de salida con el tiempo para 
una entrada escalon de un sistema dc segundo orden con un fac¬ 
tor de amortiguamiento relative dc a) 0, h) 0.5, c) 1.0,«/) 1.5. 
Un circuito RLC tiene una corricntc i que varia con el tiempo / 
cuando esta sujeta a una entrada escalon de 0- de acuerdo con la 
siguienle ecuacion diferencial 

di+10— + 16; = 160, 

dr de 

^Cual es a) la frecuencia no amortiguada, b) el factor dc amorti¬ 
guamiento relativo, c) la solucion de la ccuacion diferencial si 
i = 0 cuando t = 0 y diidt = 0 cuando i = 0? 

Un sistema tiene una salida 0 a que varia con el tiempo / dc 
acuerdo con la siguiente ecuacion diferencial 

5^ + 10^+25=256, 
dr dt i 

i,Cual es a) la frecuencia no amortiguada, h ) el factor de amorti¬ 
guamiento relative, c) la solucion de la ecuacion diferencial si 
0 o - 0 cuando t = 0ydd Q /dt = -2 cuando i = 0 y hay una entrada 
escalon de magnitud 3 unidades? 

Un aceleromctro (instrumento para medir la aceleracion) tiene 
una frecuencia angular no amortiguada de 100 Hz y un factor de 
amortiguamiento relativo de 0.6. ^Cual sera a) el maximo sobre- 
paso cn porcentaje y b) el tiempo de 1 c van tarn iento cuando hay 
un cambio subito en la aceleracion? 

f Cual sera a) la frecuencia angular no amortiguada, b) cl factor 
dc amortiguamiento relativo, c) la frecuencia angular amorti¬ 
guada, d) el tiempo de levantamiento, e) el maximo sobrepasn 
en porcentaje yj)o\ tiempo de asentamiento de 0.2% para un sis¬ 
tema dado por la siguiente ecuacion diferencial? 

+5—2- +16 = 166 

dr dr 


12 Cuando un voltaje de 10 V se aplica de manera subita a un volti- 
metro dc bobina movil sc observe que cl apuntador del insliu- 
mento sube hasta 11 V antes de que el valor real se asientc cn 
10 V. ^Cual es a) el factor de amortiguamiento relativo y b) el 
niimero de oscilaciones del apuntador antes de que este dentro 
del 0.2% de su valor cn estado estable? 
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introduccion 


SS3 

^Sfl5 

--S 

^^3 



La transfonnada de Laplace es un inetodo que liaiisforma una ecua¬ 
cion diferencial en una ecuacion algehraica mas facil de resolver. En 
estc capitulo se presents la transfonnada de Laplace y se cstudia su 
utilizacion en la resolucion de problemas quo de otro modo requeri- 
ria la solucion dc ccuacioncs diferenciales, 

Para ayudar a si Liar el concepto de transfonnada matematica de 
manera objetiva, un ejemplo sencillo de transformacion matematica 
es cuando el problema de multiplicacion se eambia por la simple 
operacion de adicion mediante la transformation logaritmica (EgLi¬ 
ra 4.1). La multiplicacion de B por C para dar A, 

A-BC 

se puede transform ar, mediame el uso de logaritmos, en 
log A - log BC = log B - log C 

Podemos entonee-s sumar log B y log C para obtener el numero D. 
De esta manera 

log A = D 

Para encontrar el valor de A se debe realizar la operacion logaritmo 
in verso o anti logaritmo 

A - antilogD 

La transfonnada de Laplace es un tipo similar de uperadon ma¬ 
tematica a esta transformacion logaritmica (figura 4.2). La ecuacion 
diferencial que describe como se comporta un circuito con el tiempo 
se trails forma cn rclaciones algebraic as sen ci lias, que no involueran 
el tieinpo, donde es posible realizar las mampulaciones algebraicas 
norm ales de las cantidadcs, Se dice que el comport ami ento del cir¬ 
cuito en el dominio del idem pa se transform a al do mi mo de .s\ en el 
cual se pueden realizar manipuiaciones algebraicas. F.ntonces sc uti- 


Muitiplicacion 

Transformacion 

Adicion o 

Transformacion 


o division 

logaritmica 

: sustraccion 

inversa 



Figura 4,1 La transformacion logaritmica 
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liza una transformada inversa, como el antilogarilmu, a fm de obte- 
ner la solucion que describe como la senal varia con el tiempo, es de- 
cir, se transforma de regreso del dominio de s al dominio del tiempo. 



Figura 4.2 La transformacidn de Laplace 


La transformadon de El matematico Trances P. S. do Laplace (1749-1827) dcscubrio una 

Laplace forma de resolver ecuaciones diferenciales: muUiplicar cada termi- 

no de la ecuacion pore - "' y, asi, integrar cada uno de esos terminos 
respecto al tiempo desdc cero hasta mfmito; s es una constants con 
unidades dc 1/tiempo. El rcsultado es lo que hoy dfa se conoce como 
la transformada de Laplace , De este modo, la transformada de La¬ 
place de algun termino que es funcion del tiempo es 

[’ (tenri)e" Vi dr 

Dcbido a que el termino es una funcion del tiempo, cs usual escribir- 
la como /(/) con la transformada de Laplace; pueslo que esta es una 
funcion de s, se escribe como F(s). Es muy comim usan la letra ma- 
yuscula F para la transformada de Laplace y la letra mmuscula / 
para la funcion del tiempo f(t). Asi 

^(.0=L'/(0e"'dr rn 

Para ilustrar cl uso de la notation de funciones, considere un resistor 
R a traves del cual circula una corriente ty la diferencia de potencial 
v. En general, se escribina 

v = Ri 

Puesto que tanto v como i son Tunciones del tiempo, esto se podria 
indicar de mancra ideal, al escribir la ecuacion como 

v(t) = Ri(t) 

El simbolo (i)n o indica que el termino precedent deba multiplicar- 
sc por f, sino que ese termino es una funcion del tiempo, es decir, su 
valor dependc de que tiempo sc considere. 

Si se toman las transformadas dc Laplace dc i y v la ecuacion se 
convicrte en 


V{s) = RI{s) 
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V (s) indica que el termino es la transi'ormada de Laplace de v(/); do 
mode similar l (s) indica que el termino es la transformada dc Lapla¬ 
ce de i(t ). La ($) no indica quc cl termino precedente deba multipli- 
carsc por 5. 


La transformada de Laplace 
para una funcion escalon 


m 

1 r 


0 


Tiempo ( 


Para ilustrar como una transformada de Laplace sepuede dcsarrollar 
a partir de los primeros principios, considcre una funcion escalon. 
Esta funcion sc describe como un cambio abrupto en alguna canti- 
dad, y con frecuencia se emplea para describir el cambio en la entra- 
du al si sterna cuando se hace un cambio subito en su valor; por ejem- 
plo, cl cambio en el voltaje aplicado a un circuito cuando cste se 
enciende de manera subita. La figura 4.3 muestra la forma que toma- 
ria una entrada escalon cuando ticnc lugar un cambio abrupto en la 
entrada cn el tiempo t =Oy la magnitud del escalon es 1 unidad. La 
ecuacion para esta funcion cs 

/(0 = 1 


Figura 4.3 Una funcion escalon 
de altura 1 


para todos los valores de / mayorcs quc 0. Para los valores de t menu- 
res que 0 la ecuacion es 

/(0 = o 


nt) 


Figura 4.4 Una funcion escalon 
de altura a 


La transformada de Laplace de esta funcion escalon, para valores 
mayores que 0, es, entonccs 


F (s) = f le 

Jo 


' dr 


y asi 


f(s)=— |y"V 
-10 


Puesto quc cuando t = sc. el valor dc e es 0 y cuando / = 0, el valor 
de e -0 es -1, entonces 


F(s) = 


L2J 


-Tiempo t 


Suponga ahora quc en lugar dc una serial de entrada escalon dc al- 
tura de 1 unidad se tiene uno de una altura de a unidades, como en la 
figura 4.4. Entonces, para todos los valores de t mayores que 0 se 
tiene 

m = a 

La transformada de Laplace de esta funcion cs 


F(s)= f ae l7 d/ 
Jo 


" Tr d/ 


Pero esto solo es a multiplicado por la transformada del escalon 
unitario. Asi 
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Empleando transformadas 
de Laplace 


F{s)=- [3] 

La multiplicacion de una funcion del tiempo por una constante a da 
por resultado una transformada de Laplace, la cual es solo la multi¬ 
plicacion de la transformada de Laplace de la funcion por la cons¬ 
tante. 

Ejemplo 1 

Dctcrminar, a partir de los primeros principios, la transformada de 
Laplace de la funcion e ai , donde a es una constante. 

Respues t a 

La transformada de Laplace dc esta funcion se obtiene como siguc: 

/(0-e- 

Transformada de Laplace =F(.s) - £ e‘"e s 'df 
Eslu se puede simplificar a 

F(s) ~ dr 



Cuando t - x, cl lermino en los corchctes se convicrtc cn 0 y cuando 
t = 0, este se convierte en -1. De esle inudo 



s - a 


Por fortuna no siempre es necesario evaluar las intcgrales que se ob- 
tienen al realizar la transformada de Laplace, puesto que se dispone 
de tablas que proporcionan las transformadas de todas las funciones 
mas comunes, que, combinadas con algunas reglas basicas para ma- 
nipular dichas transformadas, permiten abordar los problemas poi¬ 
re solver. 

Las reglas basicas son: 

1 La adicion de dos funciones se convierte en ia adicion de sus dos 
transformadas de Laplace. 

f\(t) 4-/, (/) se convierte en F i ( 5 ) + F 2 (s) 

2 La sustraccion de dos funciones se convierte en la sustraccion de 
sus dos transformadas de Laplace. 

j\(t) - f 2 (i) se convierte cn F^-F^s) 

3 La multiplicacion de una funcion por una constante se convierte 
cn la multiplicacion de la transformada de Laplace de la funcion 
por la misma constante 



4 


af{t) se convierte cn aF(s) 

Una funcion que estc retrasada un tiempo 7, es decir, f(t - 7), 
se convierte en q~ t 'F(s) para valores de 7 mayo res quc o iguales 
a cero, 

5 La primera derivada dc una funcion se convierte en vmultiplica- 
da por la transformada de Laplace de la funcion, mcnos cl valor 
de f(t) en t -0, 

^/(r) se convierte en sF{s) - f (0) 

donde /(0) es el valor de la funcion en / = 0, 

6 La segunda derivada de una funciun se convierte en U multipli- 
cada pur la transformada de Laplace de la funcion, menos smtil- 
tiplicada por cl valor de la funcion en / — 0. menos el valor de la 
primera derivada de/(/) en t ^0. 

f (0 se convierte cn s 1 F(s) - 5 / (0) - 
dr ' ' dr 

donde sf (0) es vmultiplicada por el valor de la funcion cn r = 0y 
df (0) / dt es la primera derivada de la funcion en r = 0 . 

7 La n-esima derivada de una funcion se convierte en .V muliipli- 
cada por la transformada de Laplace de la funcion, menos los 
terminos que involucian los valores de f(i) y sus derivadas en 
/=(). 

d" ... . 

— j ( t) se convierte en s F{s) - 0) 

dr" 

_ d ! /(0) 
dr ' ;_1 

8 La primera integral de una funcion, entre el tiempo ccro y cl 
tiempo r ; se convierte cn (I/ 5 ) multiplicado por la transformada 
de Laplace dc la funcion, 

f{i) se convierte en ~F(s) 

La tabla 4.1 contiene algunas transformadas de Laplace mas co- 

munes y sus correspondientcs funciones del tiempo. 


Ejemplo2 

Detemiiriar, con base cn la tabla 4.1, la transformada de Laplace 
para: 

a) Un eseaion de voltaje de magnitud 4 V que empieza cn r = 0 , 

b) Un e seal on dc voltaje de magnitud 4 V que empieza en / - 2 s. 

c) Una rampa de voltaje quc empieza en r - 0y se incrementa a ra- 
zon de 3 V/s. 

d) Una rampa de voltaje quc empieza en r = 2 s y se incrementa a ra- 
zon de 3 V/s. 
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labia 4.1 Transformadas de Laplace _________ 

Transformada de Lap I act Function del t tempo Description de hi fun cion del tiempo 


1 


Impulso unitario 

1 

\ 


Funcion escalon unitario 

c" s ' 


Funcion escalon unitario retrasada 

s 



1 - e" 


Pulso rectangular de duraciun T 

1 

t 

Funcion ram pa dc pend lent e unitaria 

jr 

[ 



s* 

2 


1 

e“' J ' 

Decaimiento exponcncial 

S 4- Cl 



1 

(y H- or)" 

t c ! 


n 



— 

r c 


{s+ ciY 



a 

1 - e l),r 

Creciiniento exponcncial 

s(s + a) 



a 

. d-e-") 


f(s + fl) 

a 


a 3 



*(- v - af 

1- e~ ,3: - at e“" ; 


s 

(1 -c/r)e~“' 


(s + <*? 


1 

c"- e 


(.? + + b) 

h-a 


ah 

, h _ i; , a , r i 

] --e +-e 

b - a b - a 


c(s l «)(.s + h) 


1 

— rj .• -hi 

c e e 


0 + a) (.5 + b){s h- c.‘) 

(6-fl)(c-tf) (c-u)(u-b) ( a-c)(b-c) 


a> 

sen (Dt 

Onda senoidal 

.f 2 + OF 



A’ 

costn/ 

Onda cosen oidal 

i' 2 + of 



a) 

c - '" sen wr 

Onda senoidal amortiguada 

(5 -r af + a>~ 



s + a 

e" ai cos an 

Onda cosenoidal amortiguada 

(s + af 4- oh 



af 

1 - CQSQJt 



s{s 2 + of ) 


^ __ -J=S= e sen \aP(l-?)t ] 

s 2 -h ^ &r v(l“5”) 

__ ( f _ 1— - c"** sen [ 0 ^/( 1 - t, 2 )t ^ <p] 

s(s~ + 2 ^cds i oh) V0 _ =") 
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e) Un impulso de voltaje de magnitud 4 V que empieza en t = 3 s. 
j) Un volLaje senoidai de amplitud 2 V y frecuencia angular de 
10 Hz. 

Respues ta 

En la flgura 4.? se muestra la forma de las seis funciones, eslas re- 
presentan formas comunes de senales de entrada a los sistcmas. 


f(t) (V) 


f(t) (V) 


4 



Tiempo (s) 



Tiempo {s) 





m (V) 


f (0 (V) 


Figura4.5 a) Funcion escalon, 

4 


+2 

0 

A A 

b) funcion escalon retrasada, 

c) funcion rampa, d) funcion rampa 
retrasada, e) impulso retrasado, 

f) funcion senoidai 

c 

e) 

-i---Tiempo (s) 

12 4 

-2 

0 

\J^ 2*/10 


_ Tiempo (s) 


a) El escalon de voltaje es una funcion de la forma 

m = a 

donde a tiene el valor, en este caso, de 4 V. La transformada dc 
Laplace de una funcion escalon de magnitud 1 es II s y de este 
modo la funcion escalon de magnitud a tiene la transformada de 
Laplace de 

F(s) = ax~ 
s 

Por lo tanto 

4 

^) = - 

5 
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b) La funcion escalon cn el inciso a) se retrasa por 2 s. La transfor- 
mada de Laplace para una funcion retrasada es la misma dc la 
funcion sin retraso, es decir, la funcion empczando en t = 0, pero 
muitiplicadaporc" lT . De este modo, latransformada de Laplace 
es 

r?/ \ a -sT 4 -2s 

F(s) - — e =—e 
s s 


c) La funcion rampa es de la forma 
f ({) - at 

dondc a ticne el valor de 3 V/s. Debido a que a es una constante, 
eritonces la transformada de Laplace de la funcion sera a multi¬ 
pi icada por la transformada de t, la cual cs 1 i s 2 . De estc modo 
v a 3 


d) 


La funcion rampa esta retrasada un tiempo T , donde T = 3 s. La 
transformada de Laplace para una funcion retrasada es la misma 
que la funcion sin retraso, es decir, la funcion empczando en 
t — 0, pero multipl icada pore ~ vr . Asi, latransformada de Laplace 
es 


F{s) = 



3e 


2s 


r 


e) 


f) 


La transformada de Laplace de una funcion impuiso que ocurre 
en t ~ 0 es 1. Para un impuiso de 4 V la transformada sera 4. Rc- 
trasar el impuiso significa que la funcion sin retraso se multiplb 
que por e _7V \ De este modo, la transformada de Laplace con 
T = 3 s es 

F(s) = 4e 3/J 

La transformada de Laplace de una funcion senoidal sen o>t es 


F(s)=- 


s~ + co~ 

De estc modo, la transformada de Laplace de una funcion senoi- 
dal de amplitud A, es decir, la funcion A sen wu es 
A(o 


F{s) = - 


r +o) 


A si, para una amplitud de 2 V y una frecuencia angular de 
10 Hz, 


F{s) = 


20 

s 2 +100 


Ejemplo 3 

Obtener, con base en la tab!a 4d, la transformada de Laplace para las 
siguientes funciones: 
d) t 2 

b) t 1 e~ ul 

c ) ^(l+e- flf ) 



Respuesta 

a) La tabla da la transfonnada de Laplace de 2 i 2 cumo 1 / s\ De 
esta manera, para obtener la transformada de Laplace de t 2 se 
debe inultiplicar la funcidn de la tabla por 2. Debido a quc esta es 
una constante, la transformada de Laplace de r sera 


h) 


A1 emplear la tabla, la transformada es 


F(s) = 


2 

(s + aY 


Observe que la transfonnada de Laplace de dos funciones multi- 
plicadas no es la multiplieacion dc sus transformadas de Laplace 
individuales. 


c) 


La transformada de Laplace de dos funciones sumadas es la 
suma dc las transformadas de Laplace individuales, 
f(0 = r +r e'“' 


F {s) ~ 


2_ 

i rJ 


2 

+ fo~a ) 3 


Ejemplo4 

A partir de la tabla 4.1, delenninar la transfonnada inversa de Lapla- 
ce de 

2 

s 

3 

27+1 

2 

5 -5 
Respuesta 

Utilizar la tabla 4.1 para obtener la transformada inversa significa 
echar una ojeada para enconlrar la transfonnada de Laplace dc la 
nrisma forma basica. 

a) La tabla in clu ye una transformada de Laplace de 1 / sy a si, pues- 
to que esta solo sc multiplica por la constante 2, la transformada 
inversa sera la funcion que da 1/5, es decir, 1 multiplicado por la 
misma constante. Asi la transfonnada inversa es 2. 

b) Esta transformada sc puede reordenar para dar 

(3/2) 

5 + (1/2) 

La tabla conticne la transformada l/(v + a) y la inversa de la cual 
es e"fo Asi, la transformada inversa esta multiplicada por la 
constante (3/2) con a = (1/2), es decir, a = (3/2)c~* /2 . 

c) Esta transformada cs de la misma forma que en el inciso b con 
a - - 5. De este modo, la transformada inversa es 2 c 5 \ 


b) 

c ) 
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Empleo de la transformada 
de Laplace para resolver 
ecuaciones diferenciales 


Para utilizar la transformada dc Laplace en la solucion de una ecua- 
cion diferencial, se adopta el siguiente procedimiento: 

1 Transfonnar cada termino de la ccuacion diferencial en su equi- 
valente en transformada de Laplace, es decir, se cambia la fun- 
don del tiempo en una funcion de (s). 

2 Realizar todas las operaciones algebraicas, por ejempio, consi- 
derar que pasa cuando al sistcma sc aplica una entrada escalon, 

3 Convcrtir otra vez la funcion de Laplace resultante en una ccua- 
cidn que de una funcidn del tiempo, es decir, la operation inver- 
sa de la transformada de Laplace. A fin de emplear las tablas para 
hacer la conversion, a menudo es necesario primero realizar una 
expansion en fracciones parciales para obtener de cstas formas es- 
tandares dadas en las tablas (vea adelante en este capitulo). 

Ejempio 5 

Emplear la transformada de Laplace para resolver la siguiente ecua- 
cion diferencial: 

3 — + = 4 

dr 

con x - 0 en / = 0 . 

Re.spue.sta 

La transformada de Laplace de 3 dx/dr cs 3 veces la transformada de 
Laplace de dx/dr. La transformada de Laplace dc 2x cs 2 vec-es la 
transformada de Laplace de x. La transformada de Laplace de 4 es 
4 Is, puesto que este sc puede considerar una funcion escalon de aitu- 
ra 4. De este modo 

3[sX(s)-x(0)]-2X(s) = 4/s 

donde X ( 5 ) es la Lransfonnada de Laplace de x. Debido a que 
A"(0) - 0, entonces 

3 [sX (i) -0]+2X ($) = 4fs 

y asi 

3s 2 X($)+2sX(s) = 4 

4 2(2/3) 

X(s)= -=-i- — 

3s 2 +2s s[s + (2/3)] 

Ahora sc ncccsita encontrar las fund ones que darian las transforma- 
das de Laplace de esta forma para obtcncr la transformada invcrsa y 
obtener x. Puesto que la transformada inversa de a ! + a )] cs 

(1 ), entonces 

x = 2(l-e- zt ") 


Ejempio 6 

La ecuacion diferencial en funcion del voltaje a traves del capacitor 
v 0 para un circuito RC en serie al que se le aplica una entrada esca¬ 
lon de voltaje de magnitud V en t = 0 csta dada por 

V = RC dv ^ + v c 

d / c 
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v c es cero en t =0. Utilice ia transformada de Laplace para resolver 
esta ecuacion. 





IRC 2RC 3RC 
V: 2 r 3r 


Tiempo 


Figura 4.6 Ejemplo 6 


Respues ta 

T.a transformada de Laplace para una entrada cscalon unitario es 1 /s 
y asi, para un escalon de magnilud V es Vis, La transformada de La¬ 
place para dvy/d/ es [^.(s) 0], debido a quc la funcion v c es cero 

cn t = 0. La transformada de Laplace para RCdv c /d t es RCs V c (s). La 
transformada de Laplace para v c es V c (A). Dc esta manera, la trans¬ 
formada de la ecuacion diferencial es 


Asi 


- = RCsV c (s) + V c (.i) 


V c (s) = 


V 


(RCs -i-1).? 


A1 reordenar se tiene 

w ,-B0S£L- 
[ . * : 


La funcion (1 e ~ Ll ) proporciona la transformada de Laplace 
a 

(5 -f- afv 


Dc cste mode, con a - (1 IRC), 
v c =V(l-o~'* c ) 

La figura 4.6 muestra la gratica de esta ecuacion. Las formas de la 
ecuacion y la grafica son dpicas de sistemas dc primer orden sujetos a 
una entrada cscalon. RC es la constants de tiempo r (vea cl capitulo 3). 


Ejemplo 7 

Para un circuito LR en serie alimentado por una entrada escalon de 
magnitud V en / = 0 } la variucion de corrientc con ci tiempo sc descri¬ 
be mediante la ecuacion 
L 6i ,_V 
Rdt l ~R 

La corriente i es cero en t-0. Resuelva esta ecuacion usando la 
transformada de Laplace. 

Respucsta 

La transformada de Laplace para dz/df es sl(s\ puesto quc /(0) es 
cero, y asi para (IJR)diidt es (LiR)sI(s). La transformada de Lapla¬ 
ce dc i es I (s'). La transformada dc Laplace para una entrada escalon 
unitario es 1/Ay asi, para un escalon de magnitud (ViR) es (V/R)/s. 
Por lo tanto, la transformada de la ecuacion diferencial se puede es- 
cribir como 

(z/^)i/(s)+/(j)=^n 

5 


Por lo tanto 
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I(s} = 


(V!R) 

[(.L/R)s + 1].v 


Ai reordenar se tiene 

A VfR)(RiL) 

[s + (R/L)]s 

La funcion (1 -e~ al )da la transformada de Laplace 
a 

(s-a)s 

De este modo, con a = (R/L\ 
i = {V/R)( l-e-^> 

La grafica de esta ecuacion es de forma similar a la de la graika dc la 
ileum 4.6, la constante de tiempo r es L:R y el valor de la corriente 
evertUialmente alcanza VIR, 


Ejemplo 8 

Cuando un termometro de mercario se sumerge cn un liquido calien- 
te. en cscncia existe una entrada escalon de temperatura al temio- 
metro. donde 8 : es la temperatura del liquido caliente, La relation 
entre la salida del termometro 0 o , cs dccir, su lectura, y el tiempo 
esta dada por la ecuacion diferencial de primer orden 

K^=0, 

d/ 

donde 0 o es una funcion del tiempo. Emplear la transformada de La - 
place para obtener la solucton de esta ecuacion. Tome el valor de 0 o 
como cero en t =0, es decir, en cste problema solo tiene interes el 
cambio en la temperatura del termometro cuando se introduce en el 
liquido. De este modo 8- cs la temperatura del liquido caliente relati¬ 
ve a la que tiene el termometro antes de sumcrgirlo en el liquido. 

Respues ta 

La transformada de Laplace de d 0 a !dt cs s{0 o (s’) - 0\ puesto que el 
valor 6 0 es cero en t = 0 . La transformada de Laplace dc Kd9 Q /dt es 
Ks9 0 (4 . La transformada de Laplace de 0- es (l/x)0 l5 puesto que esta 
cs una entrada escalon, y para 6 0 es 6 0 (x) Por lo tanto, la transfer- 
mada de la ecuacion diferencial es 

Ks0 o (s) - (1 /s)0 i - 0 o ( 5 ) 

Por lo tanto 

0 Q (s)_ 1 

6 ] s(Ks +1) 

Esto se puede reordenar para dar por resultado 

Q a (s)_ WK) 

0 i s[s + (\lK)] 

La funcion (1 - e “') da la transformada de Laplace 
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a 

(x + a)s 

De este modo 

e 0 =f? i (l-e- ,A ') 

La grafica de esta ecuacion es de forma similar a la de la grafica de la 
figura 4.6, la constante de tiempo x es K y el valor dc la tcmpcratura 
eventualmentc alcanza 0 . 


Fracciones parciales 


HI proceso de convertir una expresion algebraica en terminos que 
sean fracciones simples se denomina descomposicion en fracciones 
parciales. Por cjemplo, la conversion de 

3x + 4 1 2 

—- en -H- 

a 1 + 3x +2 x + i x +2 

Con cl proposito dc dcscomponer una expresion algebraica cn frac¬ 
ciones parciales se debe factorizar el denominador, por cjemplo, la 
expresion anterior (x 2 + 3a* + 2), da los factores (x +1) y (x + 2), y el 
mimerador debe ser al menos un grado menor que el denominador; 
asi, en este ejemplo el numerador solo contiene x a la potencia 1 
mientras que el denominador tiene a a la potencia 2. Cuando cl grado 
del numerador es igual o mayor que el del denominador, el numera¬ 
dor se debe dividir enlre cl denominador para obLener terminos cn 
los que se tengan numeradores que por lo menos scan de un grado 
menor al del denominador. 

Existen tres tipos d q fracciones parciales. La forma de las frac¬ 
ciones parciales para cada uno dc los tipos cs la siguiente; 

1 Factores fineales en el denominador 

f(s) 


Expresion 


Fracciones parciales 


(s + a)(s + c) 

A B 


-a s + h s + c 


Factores lineales repetidos en el denominador 

f(s) 


Expresion 




Fracciones parciales ^ ?—- 

La (x+a ) 2 


C 


e+cty 


+...+- 


N 


(s+aY 

Factores cuadraticos en el denominador, cuando estos se factori- 
zan solo con terminos imaginarios 


Expresion 


as " + bs+ c 


Fracciones parciales 


As + B 
as 2 + bs + c 
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o si tambien hay un factor lineal en el denominador 

u ■' /(0 

Expresion----- 

(as + bs + c)(s + d) 

„ . t As B C 

Fracciones parciales—-- + 

as~ + bs + c. s + d 

Sin importar la forma de las fracciones parciales, los valorcs 
dc las constantcs A,B,C, etcetera, sepueden encontrar al combi- 
nar las fracciones parciales de una expresion con cl mismo deno¬ 
minador que la ecuacion original. Asl, si las fracciones parciales 
de 


3.x 4- 4 A B 

- son -+ ■- 

(x + l)(x + 2) x+1 x+2 

Entonces 

3x + 4 _ A(x + 2) + i?(x +1) 

(*+1)(.y+2) (x+1)(x+2) 

De csta manera, el numerador de la expresion que se obtuvo a partir 
de las fracciones parciales debe tener el mismo valor que el de la 
ecuacion original. 

3x + 4 = A(x + 2) + B (x + 1) 

Estu debe ser ciei to para todos los valores de la variable. El procedi- 
miento consiste entonces en elegir valorcs de la variable con los que 
algunos terminos sc hagan cero y permitan determinar otras constan- 
tes. Asi, si x = - 2, entonces 

3(-2) -r 4 = A(-2 +2) + 5(-2 + 1) 
y B - 2. Si se hace x = -1, entonces 

3(-l) + 4 = 4(-1 + 2) + #(-1 +1) 
y A = 1. De este modo 

3x + 4 _ 1 2 

(x + l)(x + 2) x + 1 x+2 

Ejemplo 9 

Determinar las fracciones parciales de 
^ + 5 

r +35 + 2 
Respuesta 

La expresion se puede rcordenar para obtener 
5 + 5 

(s + l)(s + 2) 

Esta se puede descuinponer en fracciones parciales 
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A | B 
s +1 5 + 2 

Esta es igual a 

+1(5 + 2)+ £(5 + 1) 

(5 + 1)(j + 2) 

Puesto que esta expresion tiene el mismo denominador que la expre¬ 
sion inicial, entonces se debe tener, para que las expresiones sean 
iguales 

A(s + 2) + + 1) — 5 + 5 

Para determinar los valores de las constantes A y B, se eligen ios va- 
lores de 5 de modo que los terminos en AoB sean iguales a cero, Asi, 
si se elige5 = -1, entonces 

A(-\ + 2) + i?(—1 +1) = -1 +5 
y A es igual a 4. Cuando s = -2 t entonces 
A (—2 + 2) 4- H{-2 + 1) = —2 + 5 

y B es igual a -3. De esta manera, la expresion en fracciones parcia- 
les es 

4 -3 

5+1 5+2 

Ejemplo 10 

Considerese un circuito CR en sene que tiene como entrada una ram- 
pa de voltaje. La ecuacion diferencial en funcion de la diferencia de 
potencial a traves del capacitor v r para este circuito es 

RC Ll + v = Vi 
dr c 

Vt es la rampade voltaje de entrada ; dondcLesel aumento de voltaje 
por segundo. Cuando t = 0 cl valor de v c es 0. 

Respuesta 

Observese que esta ecuacion difiere de la ecuacion diferencial para 
la entrada escalon V del ejemplo 7, por el termino Vt t donde V es la 
razon de cambio de voltaje en lugar que el valor en cstado estable del 
escalon. 

La transformada de Laplace paradv c /d^ es [sP^s) -0], debido a 
que la funcion v c es cero en / =0. La transformada de Laplace para 
RCdv c /dt es RCsV c ( 5 ). La transformada de Laplace para v c es V c ( 5 ). 
La transformada para t es 1/5 2 y asi para Vt cs V!s\ De este modo, la 
transformada para la ecuacion diferencial es 

RCsV c (s) + ¥ c (s) = ^ 

V 

(RCs + [)s 2 


Por lo tanto 
V c (s) 
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Esta se puede reordenar para obtener 

V c (s)= nVRC) 

Es necesario emplear las fracciones parciales para obtener las expre- 
siones apropiadas quepermitan ilevar a cabo la transformada inver- 
sa. Puesto que el denominador involucra s 2 se debe utilizar la forma 
de fracciones parciales para terminos cuadraticos. De esta manera 

a _ A (Bs + D) _ As 2 + (Bs + D)(s + a ) 
(s-i-a)^ s + a s 1 (j-ha)i’ 2 

donde a - URC , y A, B y D son constantes. Ash puesto que los 
numeradores deben ser iguales, 

a = As 1 + Bs 2 + Bsa + Ds E Da 
Si se hace s = -a, entonces 

a = Aa 2 + Ba 2 - Ba 2 - Da + Da 
y asi A = 1/j. Si se hace s = Q> entonces 
a=Q+0+0+0+Da 

y de este modo D - L Si se hace 5 = -i- a, entonces 
a = Aa 2 + Ba 2 + Ba 2 + Da + Da 
y puesto que A - Va y D = L entonces 
a = a + Ba 2 + Ba^ + a + a 

y asi B ~- \ i a. De este modo, la expresion se puede esoribir cornu 
if a | [(-\fa)s + \] _ 1 (a (1/a) | 1 , 

(s + a) s 2 (s + a) s s 2 

La funcion e _a ' tiene la transformada de Laplace 1/(5 + a), la funcion 
escalon unitario tiene la transformada Vsy la funcion rampa r, la 
transformada 1 fs 2 . Por lo tanto 


v c ^PC)E" SC ~(RC) + t] 

y asi 

v c =Vt-VRC () 

La figura 4,7 muestra la grafica de esta ecuacion. La manera mas 
sencilla de imaginar esta grafica es la grafica de la linea recta v c = Vt 
men os la grafica v c =VRC(\- c~ ! Rr ). La constanle de tiempo es RC, 


Teoremas del valor inicial y Si la transformada dc Laplace sc multiplica por s, el valor del pro- 

del valor final ducto cuando vliende a infinito es el valor de la transformada inversa 

a medida que el tiempo t tiende a cero. 

Hmile sF(s) - limite /(/) 

r->0 

Csto se conoce como el teorema del valor inicial . 


[ 4 ] 
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Si la transformada de Laplace se multiplica por s, el valor del pro- 
ducto cuando ^ tiende a cero es el valor de la transformada inversa a 
mcdida quc cl ticmpo t tiende a infmito. 

limits sF(s) = limite / (?) [5] 

S— xO J-XCG 

Esto se conoce como el teorema del valor final. 

Los teoremas del valor inicial y del valor final son utiles cuando 
es nccesario determiner, a partir de la transformada de Laplace, el 
comportamiento de la funcion f (t) en 0 y en go. 


Ejemplo 11 


Sin obtener la transformada inversa de Laplace, £ cuales son los va- 
lores inicial y final de las funciones de las siguientes transfonnadas? 


a)F(s)^ 


s + a 


b)V c (s) = 


V(l/RC) 

[s+(VRC)]s 


Respuesta 

a) Si la expresion se multiplica por x se convierte en 


sFf ): 




s s 

Con el teorema del valor inicial, cuando s oo, la expresion tien¬ 
de al valor de 1. Asi, el valor inicial de la funcion es L A1 usar el teo¬ 
rema del valor final, cuando s —> 0, la expresion tiende a un valor oo. 
De esta manera, el valor de la funcion cs oo. 


b) Si la expresion se multiplica por 5 esta se convierte en 
V(VRC) 


sV c( s ) = 


[a’ + (1 IRC)] 


Al usar el teorema del valor inicial, cuando s —> oo, la expresion 
tiende al valor dc 0. Por lo que, el valor inicial de V c es 0. Con el teo¬ 
rema del valor final, cuando 5—>0, la expresion tiende al valor 
V(\IRC)!(\/RC) o simplemente V. 


Problemas 1 Determinar, a partir de la tabla 4.1, la transformada de Laplace 

para: 

a) Un escaldn de voltaje de magnitud 6 V que empieza en 
t - Os. 

b) Un escalon de voltaje de magnitud 6 V que empieza en 
t = 3 s. 

c) Una ramp a de voltaje de 6 V/s que empieza erw - 0 s, 

d) Una rampa de voltaje de 6 V/s que empieza en i = 3 s. 

e) Un impulse de voltaje de magnitud 6 V en ? - 0 s. 

/) Un impulso de voltaje de magnitud 6 V en t - 3 s. 

g) Un voltaje senoidal de amplitud 6 V y una frecuencia de 
50 Hz, que empieza cn / = 0 s. 
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2 Determinar, con base en la tabla 4.1, la transformada de Laplace 
para: 

a) e~ 2 ‘ 

b) 5e“ 2 ' 

c) V a c" ir 

d) l-e~ 2 ' 

e) 5(1 -e-’ 1 ) 

f) K 0 (l-e" r ) 

3 Determinar, a partir de la tabla 4.1, la inversa de las siguientes 
transforrnadas de Laplace: 

a) 2 /( 5 + 3 ) 

b) 2/(35 + !) 

c) 2 / 5 ( 5 + 3) 

d) lisQs +1) 

4 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales: 

a) 2 “ + 5x = 6 con x = 0 cuando t = 0 

dr 

civ 

b) 8™+x = 4 con x = 0 cuando /-0 

dt 

5 Determinar las transforrnadas de Laplace de los siguientes vol- 
tajes, los cualcs varian con cl ticmpo dc acucrdo con las ecuacio¬ 
nes dadas: 

a) v = 5(1 -e~ ,/5 °) 

b) v = 10 + 5(l-e“ //50 ) 

c) v = 5e" , ' ,5 ° 


6 


Determinar la transformada dc Laplace dc los voltajes dados por 
las siguientes ecuaciones diferenciales: 
dv 

a) —+2v = 0 con v=0 cuando t ~0 
dr 


b) — + 2v 
dt 


v = 0 cuando t = 0 


7 Usando los teoremas del valor inicial y final, ^cuales son los va- 
lores inicial y final de las scnales dadas por las siguientes trans¬ 
formada s de Laplace? 

, 5 
a) - 


b) 

5(5 + 2) 

8 Determinar mediante las fracciones parciales, la variation con el 
tiempo de las senales dadas por las siguientes transforrnadas de 
Laplace? 
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<0 

b) 


4s - 5 

s 1 -s-2 
65 + 8 

5(5 + l)(i’ + 2 ) 
1 


c) ■— 

5 2 +35 + 2 

9 Resolver, con la transformada de Laplace, las siguientes ecua- 
eiones diferenciales de segundo orden: 

a) 'Ll + 64,v = 0 con — = 0 y x = 2 cuando t = 0 
d t 1 dt 


b) + 64a* = 0 con — = 2 y x = 0 cuando t = 0 
dr df 



Modelos de sistemas 
dinamicos 


Introduction 


Funciones de transferencia 
deelementos dinamicos 


En el capitulo 1 se consideraron los sistemas de control en skuacio- 
nes en estado estable. es decir, que la fun cion de transferencia no 
carnbia con el tieinpo. En tales sistemas no se tuvo en euenta cbmo 
variaria la salida con el tiempo cuando existia una entrada. No obs¬ 
tante, estudiar los modelos para ios bloques funcionales pasivos 
basicos de los sistemas en el capitulo 2 condujo a relaciones entra- 
da-salida que dependen del tiempo e involucran ecuaciones diferen- 
ciales. Los capitulos 3 y 4 se dcdicaron al estudio dc las matcmaticas 
para la solution de dichas ecuaciones diferenciales. Este capitulo re- 
une el material de los capitulos anteriores para estudiar el comporta- 
miento de los sistemas de control cuando se tiene en cuenta el tiem¬ 
po, es decir, el comportamiento dinamico de los sistemas. 


Suponga un sistema en el que la entrada 6- t esta relacionada con la sa¬ 
lida 0 o mediante la ecuacion diferencial 


«j^r- + a i^L + «A = b fii 
dr d/ 


donde a 2i a t , y b i son constantes. Si todas las eondiciones inicia- 
les son cero, entonces la transformada de Laplace de esta ecuacion 
es 


a 2 s 2 e a 0) + <2,50, (s) + a 0 6 o (s) - b ] 0 i (s) 

0Js) _ b, 

0,(s) a 2 s 2 + «,s + a a 

\&funcidn da transferencia G{s) de un sistema lineal que describe su 
comportamiento dinamico se define como el cociente de la transfor¬ 
mada de Laplace de la variable de salida 6 o (.?) entre la transformada 
dc Laplace dc la variable dc entrada 9 t (s\ suponiendo que todas las 
eondiciones initiates son cero. Vea cl capitulo 2 para una explica¬ 
tion del termino lineal, 
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0,(s) 


G{s) 


0J,s) 


Figura 5.1 Representacion 
mediante diagrama de bloques 


G(s) 




[ 1 ] 


Por [o tanto, para el sistema dado por la ecuacion anterior 

e.(s) />, 


G(s) = 


0(s) a 2 s^ +a ] s + a 0 


De este modo, si un sistema se representa mediante un diagrama de 
bloques, cntonccs G(s) es la “funcion” dentro de la caja, la cual toma 
una entrada 0 t (s)y da una salida 6 V ( 5 ) (figura 5.1). 


Ejemplo 1 

Escriba la funcion de transferencia G(s) para los sistemas dados por 

las siguientes relacioncs cntrada-salida: 

a) Un sistema masa-resorte-amortiguador (ecuacion (13) del capi- 
tulo 2), con F como entrada y „v como salida 

d : * dv . „ 

?n —- + c — 4- kx = F 

dr - d/ 

b) Un circuito resistor-capacitor (ecuacion (26) del capitulo 2), con 
v como entrada y v c como salida 

v = RC 1 v r 

d t 

c) Un circuito resistor-capacitor-inductur (ecuacion (27) del capi¬ 
tulo 2). con v como entrada y v c como salida 

v = /fc^b + icdT£ + v c 

dr dr 2 

d) Un sistema elcctrico (ecuacion (30) del capitulo 2), con v como 
entrada y v r como salida 

v = — [ v r dt -f RC + v 
L } ( dt 

e) Un sistema hidraulico (ecuacion (51) del capitulo 2), con q ] 
como entrada y h como salida 

A Ah + pgh 

' dr R 

f) Los elementos cn cl sistema de un motor de cd controlado por 
armadura (figura 2.39a del capitulo 2): 

Circuito dc la armadura: entrada (v a - v b ), salida q 


v, - v h —L r 


di 


4- 1 


Embobinado de armadura: entrada q, salida T 


7 ’=m, 


Carga: entrada 7\ salida 0) 

,-dm T 

I — - T - co 
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Lazo de reaiimentacion: entrada a >, salida v b 
v b = k$Q) 

g) Sistema hidraulico con carga (ecuacion (90) del capitalo 2) 

d 2 x Q dr 
T-^ 4--- = Ax 

d t 2 dt 

Respues ta 

a) A1 realizar la transfonnada de Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene 

ms 2 X ( 5 ) + csX (s) 4 kX ( 5 ) = F(s) 

For lo tanto 

C(,) = A ^ = ^J_ 

F (5) ms" 4 cs 4 k 

b) AI realizar la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero sc obtiene 

RCsV c (s) + V c (s) = V(s) 

For lo tanto 


0(s) 




1 


G(s) = 


V(s) RCs 41 

0 ) Al realizar la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene 

RCs V c (s) 4 LCs% (s) 4 V c (s) = V(s) 

Por lo tanto 

7c(s) _ 1 

V(s) LCs 2 \-RCs + \ 

d) Al realizar la transfonnada dc Laplace dc la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene 

ylF c (i) + /JC S F c (j) + K c (s)=K(j) 

L s 

Por lo tanto 

v c{s)_ 1 


G(s)- 


V(s) (R/L)(l/s)+RCs + l 


(. R/L)+RCs 2 +j 

e) Al realizar la transfonnada dc Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene 

AsH(s) + (pg/R)H(s) = Q f (s) 

Por lo tanto 

//(.S') _ 1 


G(s) = 


a 4 As+(pg/R) 
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Elementos de primero y 
segundo orden 


/) A1 realizar la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obtiene 

Circuito de armadura 


(K,-K b )(i) = L,sl, i v) ' « M'l 

gw= VCI ,_L_ 

(F,-F,)(..) 

Embobinado de armadura 

GO) = LfL k, 

i.(s) 

Carga 

Iso)(s) = T(s) - cw(s) 

G(5 )= ^L_l 

T(. y) Zs + c 
Realimentacion 

<o(s) - 

o) A1 realizar la transformada dc Laplace de la ecuacion diferencial 
con todas las condiciones iniciales igual a cero se obticnc 

Ts\X 0 (s) + sX c (s) = kX : (s) 

G(s)= X ^ = ^- 
A',0) j(W + l) 


El orden de un elemento o sistema se puede defmir como la maxima 
potencia de la derivada en la ecuacion diferencial. Dc modo altema- 
tivo, cl orden de un elemento o sistema se puede defmir como la ma¬ 
xima potencia dexen el dcnominador de la fund on de transferencia. 
Asi un elemenlu de primer orden solo tendra s a la potencia 1 en el 
denominador dc la funcion de transferencia, mientras que un ele¬ 
mento de segundo orden tendra que la maxima potencia de ses dos. 

Para un elemento de primer orden la ecuacion diferencial es de la 
forma 

a ] + a Q 0 o = b, ) 0 t [2] 

1 d t 

La transformada de Laplace correspondiente a esta ecuacion es, si 
8 o ~ 0 en / = 0 , 

c/, 5 x (s) + a 0 x 0 Q ( 5 ) = x ( 5 ) 

Por lo tanto 

*>0 


G(s) = 
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f 

r 


Esta se puede reordenar para obtener 

K / a n 


G(x) = 


(a, / a n ).v +1 


[3] 


i> 0 /a ( , es la funcion de transferencia en estado establc G del siste- 
ina, a ] ia Q es la constantc dc tiempo r del sistema. For 1 o tanto 


GO) = 


G 

zs +1 


[4] 


Esta es la forma general que adopta la relacion entrada-saiida en el 
dommio de s para un sistema de primer orden. 

La relacion entre la entrada 0 i y la salida 6 o para un elemento de 
segundo orden sc describe mediante la ecuacidn diferencial (vea el 
capitaio 3) 


d 2 0 ( 
a i ■- 

‘ dr 


- a i—r + a 'fi„ =b 0 6, 

at 


[5] 


donde b 0 , a Q , a { y a 2 son constants. Si t =0 se tiene que =0 y 
d9 a / d/ = 0 entonces la transformada dc Laplace es 

a 2 s 2 x 0 o ( 5 ) r a ] sxd 0 O') + a D * O') = fr 0 x Ofs) 

Por lo tanto 


go)= LM =—- 

6*jO) u 2 s~ + 0^-1 a Q 
Esta sc puede reordenar para obtener 


G(s) = — 

(a. 


(fro / flq) 

a 0 )s 2 + (a l /a Q )s-i -1 


[ 6 ] 


Como se indied en el capitulo 3, la ecuacidn diferencial de segun¬ 
do orden se puede escribir en terminos de la freeuencia natural co n y 
del factor de amortiguamiento relativo 


~+^^ + K^,-b a co;e i [7] 

dr 6t 

donde co n cs la frccuencia angular con la cual el sistema oscilara li- 
bremente en ausencia de cualquier amortiguamiento y £ es el factor 
de amortiguamiento relativo. La transformada de Laplace es 


s 2 d 0 (s) + 2gtw n sO a (s) -Ho ld 0 (s) ~ b< } wlB; ( 5 ) 
Por In tanto 


Gp) = EH = _ .... _ 

0 } (s) s' + 2£&q.y -f or 


L^j 


Esta es la forma general que adopta un sistema de segundo orden en 
el dominio de s. 
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Ejemplo2 

^,Cuales son los ordenes dc los clcmcntos descritos por las funciones 
de transference dadas en la solucion del ejemplo 1? 

_1 

ms 2 +cs + k 

1 

RCs + 1 

1 

LCs ‘ + RCs +1 

5 

(R/L) + RCs 2 + s 
1 

As ; (pg i R ) 

Respites ta 

a) Segundo orden puesto que el termino sdc maxima potcncia cn el 
denominador es s 2 , 

b) Primer orden puesto que el termino s de maxima potencia en el 
denominador es s. 

c) Segundo orden puesto que el termino sde maxima potencia en el 
denominador cs jL 

cl) Segundo orden puesto que el termino s de maxima potencia en el 
denominador es s 2 . 

e) Primer orden puesto que el termino s de maxima potencia en el 
denominador es s. 


a) G(s) 

b) G(s) 

c) G(s) 

d) G(s) 

e) G(s) 


Respuesta escalon de un 
sistema de primer orden 


Considere el comportamiento de un sistema de primer orden cuando 
esta sujeto a una entrada escalon. Para un sistema de primer orden la 
relaeion puede adoptar la forma dada por la ecuacion (4), a saber 


La transformada de Laplace de ia salida cs, de este modo 
G(s) x transformada de Laplace de la entrada 

—— x transformada de Laplace de la entrada 
TS 4-1 

La transformada de Laplace para una entrada esealon unitario en 
t = 0 es 1/x Por lo tanto, para tal entrada 

G 1 

Transformada de Laplace dc la salida -- x 

TS + 1 5 

= Gx (1/r) 
it.v + (l/r)] 

La transformada es de la forma 


a 


s(s + a ) 



Rfispuesta rampa de un sistema de primer orden 131 


0 n 



0.95 G 
0.86 G 

0.63 G 


Tiempo 


dondc a ~ (1/r). Por io tanto, para una entrada escalon imitario. 

0 o =G[\-c~ t/r ] [9] 

La figura 5.2 es la grafica de esta ecuacion. Si el escalon es de mag- 
nitud A, entonces 

B q - AG[1 - e”' r J [10] 

Kjemplo 3 

Un termopar tiene la funcion de transference quc relaciona sn salida 
en volts con su entrada 6. en °C dc la forma 


30 yin -6 

Figura 5.2 0 o = G[1 - e' Jr ] para una G(s)~ _ 

ontrada escalon unitario KA+ 1 

^Cual sera a) cl tiempo que transcuiTe para que la salida del lermc oar 
alcancc el 95% de su valor final y b) el valor final en estado estable 
cuando hay una entrada escalon de 100 °C? 

Respues t a 

a) Como indica la funcion de transference, el termopar es un siste¬ 
ma de primer orden. A si, al comparar la funcion de transference 
con la ecuacion (4), es decir, 

G(s) = -$- 

T S + t 

G = 30x 10 _S \7°C v r = 10 s. El tiempo que toma para alcanzar el 
95% de la salida es 3r (como en la figura 4.8) y, de este mode 
son 30 s. 


b) Se puede emplear el tcorema del valor final (ecuacion (5) del ca- 
pitulo 4) 

Hmitei’A(^) = limite f(i) 

s->0 r->« 

Para una entrada escalon de magnitud B { , la transfonnada de La¬ 
place de la salida es B-is, por lo tanto 

G B 

Transformada de Laplace de la salida =-x — 

ts 4-1 5 

De esta manera 


sF(s) = 


GB j 

TS + 1 


Como s 0, entonces sF(s) tiende aG^ y asi este es el valor fi¬ 
nal en estado estable. Este es 30 x 10" h x 100 = 300 x 10“ 6 V. 


Respuesta rampa de un Considcrc cl comportamiento de un sistema de primer orden cuando 

sistema de primer orden esta sujeto a una entrada escalon. Para un sistema dc primer orden la 

relation puede adoptar la forma dada por la ecuacion (4), a saber 

G 

ts +1 


G(s) = 
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G[t -r{1~ tf' T )] 



r(1- e" r ' T ) 


Figura 5.3 0 Q - G[f - r(1 - e~* /r )] 
para una entrada rampa unitaria 


La transformada de Laplace de la salida es, de este modo 
G(s) x transformada de Laplace de la entrada 

Q 

-—— x transformada de Laplace de la entrada 
TS + 1 

La transformada de Laplace para una entrada rampa de pendiente 
unitaria en t - 0 es 1 / s 2 . Por lo tanto, para tal entrada 

Transformada de Laplace dc la salida =- 

(rs + IK 


[.y + (1 / r)].r 

La transformada es de la forma 


a 

s 2 (s -t- a ) 

la cual ticnc la solucion 


a 

A si, la salida Q a para una rampa dc pendiente unitaria esta dad a por 

6 u [ 11 ] 

La figura 5.3 es la grafica de esta ecuacion. Hsta se puede considerar 
como la grafica de Gt menos la grafica de Gt( 1 -e” f . Para una 
rampa de pendiente A, es decir, 6. = At, entonccs 

0 0 =GA[t- T(l-e- ,;r )] [12] 


Ejemplo 4 

Un termopar tiene la funcion de transferencia que relaciona su salida 
en volts con su entrada Q ] en n C de la forma 
30x10-* 


C(s) = : 


105 + 1 


Cuando d termopar esta sujcto a una entrada de temperatura que au- 
menta de manera umfonne a 5 °C/s ? ^cual sera la salida del termopar 
despues de 12 s y cuanto mas se retrasara la salida indicada si este 
rcspondicra cn forma instantanea a la entrada? 


Respites fa 

Para una entrada rampa aplicada a un sistema de primer orden, la 
ecuacion (12) da 

6 o =GA[t -r(l -c"' ;r )] 

y, puesto que la constante de tiempo t para el sistema cs 10 s (vea cl 
ejemplo 12) yGes30 x lO^VAC, entonces para una rampa de 5 °C/s 

0 o =30x10“' x 5[12 - 10(1 -e 12/10 )] = 7.5 x 10 4 V 
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Como indie a la figura 5,3, el rctraso es la diferencia entre los valores 
de GAi y GA[i - r(l - e~" T )]. Puesto que GAt = 30 x 10 _t) x 5 x 12 = 
18.0 x 10“ 4 V, cl retraso es 10.5 x 10 -4 V. 


Respuesta impulso de un 
sistema de primer orden 


o c 



Considere el comporiamiento de un sistema de primer orden cuando 
esta sujeto a una entrada impulso. Para un sistema dc primer orden la 
relacion puede adoptar la forma dada por la ecuacion (4), a saber 

rs +1 

La transformada de Laplace de la salida cs, cntonces 
G{s) x transformada de Laplace de la entrada 

Q 

-x transformada de Laplace de la entrada 

rs + 1 

La transformada de Laplace para un impulso unitario en t =0 es L 
Por lo tanto, para tal entrada 

Transformada de Laplace de la salida ^-x 1 

ts +1 

[.v + (I/r)] 

La transformada es de la fonna 


Figura 5.4 0 n - G(1/r)e" f,r para un 
impulso unitario en t - 0 


s +a 

y csta dada por la funcion c~ Bt . Dc cstc modo 

6„=G{ l/r)e'" r [13] 

La figura 5,4 cs la grafica dc csta ecuacion. Si cl impulso ticne una 
magnitud A, entonccs 

=GA(Ur )e-' T [14] 


Ejemplo 5 

Un tennopar tiene la funcion de transference que rclaciona su salida 
en volts con su entrada 0 v en °C de la forma 


G(5) 


30x10 
lOi’ + l 


^Cual sera la salida del termopar 5 s dcspucs dc que tuvo como entra¬ 
da un impulso de temperatura de 100 °C mediante el contacto muy 
breve y subito con un objeto calieme? 


Respuesta 

El termopar es un sistema de primer orden sujeto a una entrada in> 
pulso de magnitud 100°C. Asi cs posiblc utiiizar la ecuacion (14) 
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6 0 = GA(l! r)e ,/T 

y puesto que G = 30 x 10“ fi Vyr-lOs (vea el ejemplo 3) entonces 
0 o =30x 10“ c x 100(1/'10)e 5 i:r =1.8x10 4 V 


Respuesta escalon de un 
sistema de segundo orden 


Cunsidere la salida dc un sistema de segundo orden cuando esta su- 
jeto a una cntrada escalon unitano. 


Transfonnada de Laplace de la salida 

= (j(s) x transformada de Laplace de la entrada 
Asi, al emplear la ecuacion (8) para reprcscntar la forma general de 
un sistema de segundo orden en el dominio de .v 

fl.fr) = 2 - - ~ - 7*0-Xs) [15] 

5 I + 


debido a que, para un escalon unitano 0-(s) = 1 / 5 entonces 




hK 


{s 1 -h n JT 4- 


[16] 


Esta se puede reordenar como 




($- /??,)($- m 2 )s 


L17J 


dondc m i y m z son las raices dc la ecuacion 

,v 2 + 2^0) n s + wl =0 

Asi, puesto que las raices estan dad as para una ecuacion de la forma 
ax 2 + bx 4- c = 0, por 

-b ± J(b 2 - 4 ac) 

x = ———-- 

2a 

entonces 


-2£w n +p4? 2 w- -4a 2 J 

m - - 

2 


1 

'T' 

+ 

1 

II 

[18] 


[19] 


El tipo de respuesta que se presenta, cs dccir, la transformada in ver¬ 
sa, depende del valor del facto r de amortiguamiento relativo £. 
Cuando £ > 1 entonces ■ 1y /(^ 2 -1) es un numero real y sc dice que el 
sistema cs sobreamortiguado , Esto significa que ambas raices son 
reales* 

Utilizando las fracciones parciales, la ecuacion (17) se puede 
reordenar como 



A 

$ - m t 



[201 
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con 


(s - )(s - m ? ) -i- - nu ) - Bs(s - ) = b 0 co 2 [21] 

For lo tanto, cuando s- entonces 

Am } (/m, - m 2 ) = 

A = b « W " 

m } - m 2 ) 

Ai sustituir ios vaiores de m t y nu a partir de ias ecuaciones (18) v 

(19) 


A = 


Vd 




[-?® n +w oA /(? : -1)][26(;,- v /(S 2 -1)] 

b„ 


l-? + V'(^-l)][2V(^-l)l 

Al multiplicar numerador y denominador dc csta fraccion por [ - £ - 
V(?" ~ 0] da por resultado 


A = 


4[-g-# 2 -1>] 

uWA -i) 


Por lo tamo 


A = — 




A 

? 


2V(?- -1) 

Con la ccuacion (21) cuando s = cntonccs 
Bnu{m 2 - m Y ) - 

s= La^ 

m 2 ( m 2 ~ rl h) 

y nicdiante un procedimiemo similar al del calculo de A. 


L22j 


B = -- 


W" 1 ) 2 


[23] 


La respuesta del sistema cs la transfonnada inversa dc la ccuacion 
(20). La transfonnada inversa para 1 / sc s 1, para A / ( 5 - m,) cs 
A exp {mfy y para B i (s - m 2 ) es B exp {nuj\ entonces 

0.. -1 + A exp (my) + B exp(w 2 /) [24] 

Al sustituir los vaiores dc A, B. m, y m 2i antes obtenidos 

b t / 


0,-1 + 


UXr -i) 


exp{[-?w c -1)W 


ihX 


h 


^icxpiKw,,-w„vd 2 -i)]r; [25] 


i2V(C 2 -i) 






Cuando £ ~ 1 se dice que el si sterna esta criticamente amort Igna¬ 
cio. Para esta condicion - m 2 = - ±0) n . La ecuacion (17) entonces 
se convierte en 




b 0 <ol 

(s + CJ n ) 2 S 


La transformada inversa dc esta cs (vca la tabla 4.1) 


= b Q [1 - cxp(-aJ n 0 - Q)J exp i 26 J 

Cuando f < 1 las raiccs son complejas y se dice que el sistema esta 
suhamortiguado. Cuando csto se presenta las rai'ces, ecuaciones (18) 
y (19), se pueden escribir como 

m, = -£w„ + w„V(5“ ] ) 

= -qa> n +a) r _\ t [(-Y)(\- r C 2 )] 

y asL al escribir j por y (-1) 

»h = + j [27] 


Dc modo similar, puesto que 

m 2 - - r Qco n -to r y (£ 2 - 1) 
entonces 

m, [28] 

La transformada inversa para la ecuacion (16) cun esta condicion cs 
(ver la tabla 4.1) 

, hyy 

r?) = . ; „ —,, 

.V(_V 4- 2l,(DS 4* to “ ) 


0 -b/l- — 

L va-5 : ) 


exp (-Coj J) sen [o) n y ; (1 - S 2 )/ v 0 ] 


[29] 


donde cost)) = Esta ecuacion sc puede reordenar para dar la forma 
de la ecuacion citadaen el capitulo 3. Cuando t - 0, es deeir, no cxis- 
1e amortiguamiento, entonces la ecuacion (29) da por resultado 

0 o =b Q {l-lc n sen[o> n y(lU + 0]} 

0 O =b Q {\-son o> a t\ 

De esta manera, la salida useila con la frecuencia no amoitiguada 
oj h . 

La figura 3.12 muestra las graficas dc la respuesta de salida para 
diferentes valorcs del factor dc amortiguamiento relativo, e ilustran 
los elec to s de sobreainoriiguamiento, amoiliguamicnto critico y 
s rib amort i g uami emo. 
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I 


Ejemplo 6 

Un sistema tienc la siguiente relacion, en el domitiio dc s, entre su sa- 
lida 0 o y su entrada $■, ^Cual es el estado de amortiguamiento del 
sistema cuando esta sujeto a una entrada escalon? 

a„c?) _ i 

0,0?) Z+85 + I6 

Respu esta 

Para una entr ada escalon unitario 0- = 1/a; pur lo Lanto 

e 0 =—^ - 

5 ( 5 " +85 + 1 6) 

Esta se puede simplificar a 

0 o =---- 

s(s 4- 4)(a + 4) 

Las raices de la ecuacion s 2 + 8a +16 son de este modo w. = m 2 = - 4. 
Ambas soil raices reales y repelidas. El sistema esta entonces, criti- 
camente amortiguado. 


Ejemplo 7 

Un sistema de segundo orden esta subamortiguado coil un factor de 
amortiguamiento relativo de 0.4 y una frecuencia angular libre de 10 
Hz. ^Cual es a) la relation entre la salida y la entrada en el dominio 
de s, b) I'd relation entre la salida y la entrada en el dominio del tiem- 
po cuando esta sujeto a una entrada escalon unitario y c) el porcenta- 
jc dc sobrepaso con dicha entrada? 


Respuesla 

a) En el dominio de a la ecuacion dc segundo orden sera dc la forma 
dada por la ecuacion (8) 


G(s) = 


fl.fr) _ 

0;(i’) s 1 +2^ai n .s + ft); 


dondeb () es una constante, co n la frccucncia angular natural y£ el 
factor dc amortiguamiento relativo. De este modu 

fl.fr) = ioo6 0 

0 1 (5) Z +8.S + 100 


b) 


Cuando el sistema esta sujeto a una entrada escalon unitario 


0 o (s) = 


100Z> o 

s(s 2 -8.V + 100) 


Esta ticne la solucion general, como esta dada en la tabla 4.1 y 
antes se analizo 

0 o - b h \ 1 - 1 - exp(-^w n f)sen[w.,V(l ~V)t+<p]\ 

{ v'0-P) ' J 
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donde cos§ = £. Asi, con co n -10 y £ - 0.4 

6 0 = iJl-—e _J ' sen (9.2t I 66.4°) 

1 0.84 

c) Como sc oblLLvo en cl capUulo 3, ecuacion (33) 

-Ct 


Sobrepaso en porccntaje = exp 
y asi. con £ = 0.4 

Sobrepaso cn porcenlaje =exp 
= 25.4% 


vd-n 

-0 At 


V (1 -0.4 ) 


Xl00% 


xlOO 0 / 


Respuesta rampa de un 
sistema de segundo orden 


Considere la salida de un sistema de segundo orden cuando esta su- 
jeto a una entrada rampa unitaria. 

Lransformada de Laplace de la salida 
- G(s) x transfonnada de Laplace de la entrada 
De csta manera, utilizando la ecuacion (8) para represen tar la forma 
general de un sistema de segundo orden en el dominio de r 

0 , ( 5 ) = --^-- X 0 ,(j-) 

S- -.l&rS + Oj; 


Puesto que, para una rampa unitaria, 0 j (s) - 1 / 5 2 , entonccs 

0 o {j)=— 


0.(*) = 


(C +2 £a) n s tol'js 2 
h, a) l 
(s - m { }(s - vu )s 2 


[30] 

[311 


donde m y y m 2 son las raices de la expresion cuadratica. Puesto que 
para una ecuacion de la forma ax~ + bx + c las raices estan dadas por 


-b± J(b 2 - 4ac) 

m - ---- 

2a 


entonces 

“ 2 £w n +J(4t; 2 wl ~4w]) 

m - . ..... 

2 




y f _ 

m 2 -^nV(£ 2 -1) 


La ecuacion (31) se puede reordenar usando las fracciones parciales 
en la forma 


(-*) = />< 


•J4+—- 


D 


s - nu 


[32] 


La evaluation dc cstas constantes, A, B, C v D. y sustituyendo los va- 
lorcs de m { y m, que antes se obtuvierorg da por resuitado 
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0, 



Figura 5.5 Respuesta en estado 
estable dc un sistema de segundo 
orden a una cntrada rampa unitaria 


(j b = a / 



o 

Figura 5.6 Respuesta de un 
sistema de segundo orden a 
una entrada rampa unitaria 


A =1 

"r. 


2ojj(£r-\) 

n-S. S 1 -! 

La transformada inversa de la ccuacion (32) da por resultado 


0 o - b 0 [At + B+ C exp (nit) -i- D exp (m-,/)] 

r ^ i 

0, ~ bJ1 - — + CexpOV) + Dcxp(m z t) 

1 L W n 


[33] 


Los terminos C v D en la ecuacion dan la respuesta transitoria. La 
forma de esta respuesta depende, ya sea que t sea mayor, igual o me- 
nor que 1 y ash cn consccucnc-ia las raices seran reales y diferentes, 
reales e iguales o complejas y diferentes. La forma que adopta la res¬ 
puesta transitoria es, as i, del in ism o tip o que sc presenta con una en¬ 
trada escaldn. lacual se estndio a I principio de este capitulo. Los ter¬ 
minos A y B dan la respuesta en estado estable. Cuando no hay 
amortiguamiento. es decir, f -0, entonces la respuesta cn estado cs- 
tablc es solo b 0 i e indica que la salida se mantiene creciendo con cl 
cambio suave dc la sehal de entrada que es una rampa unitaria, /.No 
obstante, cuando hay amortiguamiento la respuesta en estado esta¬ 
ble se retrasa respecto a la sehal de entrada por2£/w,, (figura 5.5). 
Esto se refiere a que es el error en estado estable . La figura 5.6 llus¬ 
tra los tipos dc cstados estables mas las respuestas transitorias que se 
pueden presentar con diferentes grad os de amortiguamiento. 


Ejemplo 8 

La relacibn entre la sehal de entrada al plato de un radio telescopic y 
la direccion en la que este apunta esta dada por la fund on de transfe- 
rencia 


r +2g^ n +w; 

teniendo £ cl valor de 0.4 y to f . el valor de 10 Hz. ^Cnal es a) el error 
en estado estable cuando la sehal de entrada al tclcscopio es una se¬ 
rial rampa, y b) el tiempo de asentamiento para 2%? 


Respuesta 

a) El error en estado estable es la cantidad mediante la cual la posi- 
cion cn estado estable del telescopio sc retrasa rcspccto a la sehal 
de entrada rampa. El error tiene el valor de 


2C 

Error en estado estable = — 
ct> r . 


2x0.4 

10 


= 0.08 s 
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h) El tiempo de asentamiento es el que transeurre para que ia res- 
puesta adquiera valores dentro de un porccntaje fijo alrededor 
del valor en cstado estable, en este caso, 2% (vea el capitulo 3 y 
la ccuacion (35) del tnismo). Este tiempo esta dado por 


0.4 x 10 


Ejemplo 9 


Un brazo robot tiene la fund on de transferencia 


G(s) = 


K 

(* + 3) 2 


Obtener la relation entre la salida, es deeir, la posicion del brazo 
como funcion del tiempo, cuando el brazo esta sujeto a tin a entrada 
rampa unit aria. 


Respuesta 

Cuando el brazo esta sujeto a una entrada rampa urn tana (1 / 5 2 ) la 
salida cstara dada por 
K 




iS 2 (s + 3) 2 


Esta se puede reordenar cn fracclones parciales como 
A B C 

—— -i—.+ 

s ~ (5 + 3 ) (v + 3) 2 

Por lo tanto 

A(s + 3) 2 + Bs 2 (s + 3)+Cs 2 = K 

Cuando s = - 3, cntonccs 9C = K v, asi, C = A/9. Cuando s = 0, en- 
tonces 9A=K y, asi, A-K/9. Cuando 5 = 1, entonceslb.d + 4B + 
C - Ky, asi, B = -2A79. Por lo tanto 

9s 2 9(5 + 3) 9 ( 5 + 3) 2 

Con base en la tabla 4,1, 

(9 l; = (A/9)/-(2A/9)e -3 ' i (K ;' 9)/e 


Respuesta impulso de un 
sistema de segundo orden 


Considere la salida dc un sistema de segundo orden cuando esta su¬ 
jeto a una entrada impulso unitario en t ~ 0. 


Transformada de Laplace de la salida 

= G(s) x transformada de Laplace de la entrada 
De esta man era, segun la ccuacion (8), para rep re sen tar la forma ge¬ 
neral de un sistema de segundo orden en el dominio de s 

9 0 (a) = —-^ * 6 -, (a) 

5‘ + 2t,<i> 5 4 W* 
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Puesto que para un impulso unitario en 1 = 0,6; ( 5 ) = 1, eiiiunees 

0,{s)= 2 -- [34] 

(s 1 -2?£o n .s- + ty;) 

Esta sc puede reordenar como 

0 o (s) = -^- [ 35 ] 

(s - m^s - m 2 ) 

donde m { y m, son las raices dc la expresion 
s 2 +2£ > o) n s + a ) 2 = 0 

De estc modo,dado quclas raices estan dadas por una ecuacion de la 
forma ax 1 4- bx + c = 0 por 

-b±-J(b 2 -4ac) 


-2Z(o n ±V(4^0^-4< 


m { - - n + (o n yi (c, ‘ - 1) 
m 2 =-Cft>n _1 ) 

A partir de las fracciones parciales la ecuacion (35) se puede reorde¬ 
nar en la forma 

0Js)—A— + -*— [ 36 ] 

$ - s - m, 

Por lo tanto 

A - m 2 ) + Wj) - b 0 0 j l 

y cuando s = m 2 entonces B(m 2 - m { ) = y cuando s = m v enton- 
ccs A (m, - m 2 )’ = b 0 ( 0 2 . De cstc modo> al sustituir los valores dc m* y 


Wtt 2 -!) 

La transfomiada inversa de la ecuacion (36) da por resultado 

6 a = Aoxpm^t + B cxpmA 
y asi, sustiluvendo los valores de Ay B, 

0 = - ^ ( ° n — [exp (my) exp (m-.t)] [37] 

2 V '(£ 2 -1) 


La forma de la respuesta que se presenta dependcra de si las raices 
y m„ son reales o complejas, es decir, si t es mayor 0 menor que 1. 
Cuando £ > 1 las raices son reales diferentes y el resultado es solo un 
incremento en la salida seguido dc un lento decaimiento hacia el va¬ 
lor ccro (figura 5.7), Cuando c -1 las raices son reales e iguales y el 
sistema esta crilicamente ainortiguado. Esto sign die a que continua 
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9..; b^ r 



Figura 5.7 Respuesta de un 
sistema de segundo order a 
una entrada impulso en t = 0 


el incremento micial en la salida y la respuesta regresa a cero en un 
tiempo minimo sin oscilaciones, Cuando t< 1 las raiccs son cantida- 
dcs complejas y se tiene un incremento inicial en las oscilaciones de 
salida, con un dec a union to uni forme en la amplitud hasta que evcn- 
tualmente regresa al valor 0. 

Cuando £ es mcnorquc 1 lasraices son complejas. Cuando este es 
el caso, la ecuacion (37) a menudo se escribe en forma diferentc. 
Esta forma se pudo obtener modi ante la trail sform ada in versa, dad a 
en la tabla 4.1, de 

s 2 + 2£a> n .s + (o; 

como 

- r - W " exp(-tM l .Osen[fc' 1 v'n - ? 2 )U 

va-e 2 ) 

entonces, para la ccuacion (34) 

0, cxp(-£a> n f)senKpl-^V] [38] 

V'(l-C-) 


Presion 

P 



Ejemplo 10 

La Figura 5.8 muestra un sistema de segundo orden sencillo de un U- 
quido en uri tubo en U. Este es caracteristieo de los sistemas que al- 
macenan liquidos en dos ranques eonectados y el movimiento del H- 
quido que puede ocurrir entre ellos. Para un tubo en U la funcion de 
transferencia que rclaciona la presion de entrada peon el Hquido en 
uno de los extremos al cambio cn la altura h csta dada por 
HU) _ 1 

P(x) pis 1 H- Rs + 2pg 

donde p es la densidad del Hquido, L la longitud total de la eolumna 
de liquido, R la resistencia hidraulica y g la aeelcracion deblda a la 
gravedad. <jCual es a) la frecuencia no amortiguada, b) el factor de 
amortiguamiento relative, y c) la ecuacion que relaciona h con el 
tiempo cuando hay un impulso de entrada? 

Respuesta 

a) Al comparar con la ccuacion (8) 

^ r 
0,(-v) i-" +2^w rt s + (o; 

y al reordenar la ecuacion de la funcion de transferencia para el 
tubo cn U 

H(s) _ _ 1 

P(s) pL[s 2 +(RtpL) S r(2g!L)] 
cntonccs, = g(2g/L). 

b) La comparacion tambicn proporciona2 tup. - (R/pL) y asi 
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R R _ R\'2 

~ 2a> „pL 2pLj(2g/L) pjm 

c) La ecuadon de la fund on de transferencia para el tubo en U se 
puede entonces escribir como 

H(s) _ (1 !2pg)u>\ 

P(s) s 2 +2 £(i) lt s + a) 2 

De este modo, para una entrada impulso de presion p, pucsto que 
el problems cstablece que se presents movimiento del Hquido, cs de¬ 
ck, existe oscilacion, entonces £ cs mcnor que 1, la solucion es de la 
forma dada por la ecuadon (38), es deck, 


0 O - 3LL_ exp(-, t )sen [oj Jq~£ 2 )1] 

VO 3 ? 2 ) 

Por lo tanto, al sustituir los valores del tubo en U 

r 

h = (l/2pg)^(2g/L)exp\- 

L 


P\i(Lg) 


V(2 git) 


\r~ 

i 

q 1 

vWo J i- 

2 



IN 



J ) 


h = - 


1 


PV(2«0 


r exp 


2R 

pL 


J J 


2 g 4 gR 2 
sen || — ' 

\{ L P~ L ) 


Problemas 


l 


2 


Escribir la fund on de transferencia G(s) para los sistemas dados 
por las siguientes relaciones cntrada-salida: 

a) Circuilo RC con entrada v y salida / 

v = Ri + — f/'dr 
C J 


b) Circuito RLC con entrada v y sab da v r 


v, 


- + c^ 

R d t 


-jh dt 


c) Sistema hidraulico, un tubo cn U con entrada q y salida h 

r d 2 h n , dh .. 
p-pL -— + RA — + 2 hpg 
d t 2 dr 

d) Sistema masa-resorte-amurliguador con entrada/ 7 y salida* 

0)\ d t 2 <o n dr k 


^Cuales son los ordenes dc los elementos dados por las funcio- 
nes de transferencia obtenidas en la solucion del problcma 1? 
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3 Describir el comportam lento de un si sterna de primer orden 
cuando esta sujeto a a ) tina entrada escalon, b ) una entrada ram- 
pa y c ) una entrada impulso. 

4 Un sistema tiene la siguiente relacion entre su salida 0 o y su en¬ 
trada 9 i cn el dominio de s, /.Cual es el cstado del amortigua- 
mien to en el sistema cuando esta sujeto a una entrada escalon? 

J_ 

8 X s ) s 2 -6s-16 

5 Un sistema de segundo orden tiene un factor de amortiguamien- 
to relative de 0.2, una frecuencia angular libre de 5 Hz y una fun- 
cion de transfcrcncia cn cstado estable de 2. t ;Cual es la relacion 
entre la entrada y la salida en el dominio de spara el sistema y el 
sobrepaso en porcentajc cuando esta sujeto a una entrada esca- 
lon? 

6 Describir el comportamiento de un sistema de segundo orden 
cuando esta sujeto a a) una entrada escalon, b) una entrada ram- 
pa y e) una entrada impulso. 

7 ^Cual es la respuesta del sistema dado por la siguiente funcidn 
de transferencia cuando esta sujeto a una entrada escalon unita- 
rio? 


(^3) 2 

8 Un sistema tiene la siguiente relacion entre su salida 9 o y su en¬ 
trada en cl dominio de s. ^Cual es el error en estado estable 
cuando esta sujeto a una entrada rampa? 

9 0 _ 400 

0 i U +205 + 400 

9 Las oscilaciones de lado a lado de una embarcacion debidas al 
oleaje, es decir, movimiento dc ondulaciom se puede describir 
mediante 

m _ *>i 

H(s) s 2 +2£to a s + a)l 

donde 6 es la defleccion angular a partir de la vertical y h la altu- 
ra dc las olas. Con una frecuencia angular libre de 2 Hz y un 
factor de amortiguamiento relativo f de 0.1, ^como varia la de¬ 
fleccion angular con el tiempo para una subita ola grande, es de¬ 
cir, un impulso? 

10 ^Cual es la respuesta de un sistema dado por la siguiente funcion 
de transferencia cuando esta sujeta a un impulso uni tar io? 

2 

(s + 3)(.s + 4) 


0(s) = 



6 Modelos mediante diagramas 
de bloques 


Introduction Estableccr modelos para sistemas complicados es el resultado de en- 

lazar algunos subsistemas o elementos, cada uno de ios cuales tienc 
su propia funcion de transferencia. Los diagramas de bloques se 
pueden usar para representar cada uno de estos subsistcmas y. el 
agrupamiento del arrcglo cnlazado, el sistema como un lodu. En esle 
capitulo la atencion se centra en tales agrupamientos y como sc dc- 
termina la respuesta global del sistema a partir del eonocimiento dc 
la funcion de transferencia individual de cada bloque. 


EI diagrams de bloques 


Punto 

Bloque 

Punto ds 


Funcion de 

separacion 

transferencia 

1 * 

1 


Figura 6.1 Elementos de un diagrama 
de bloques 


La figura 6.1 muestra como representar los elementos en un diagra¬ 
ma de bloques. Las flee has se usan para representar las direcciones 
de flujo de la serial. Cuando las senales son funcioncs del tiempo se 
representan con Ictras minusculas seguidas por (/), por ejemplo /(/), 
aunque con frecuencia (t) se omite cuando es obvio quo las sen ales 
son funciones del tiempo. Cuandu las senales estan en el dominio de 
^se representan con letras mayusculas seguidas por ( 5 ), por ejemplo, 
/(s 1 ). Un punto suma es en el que las senales se suman algebraica- 
mcntc. Si una de las senales que entran a dicho punto se indica como 
positiva y la otra. como negativa, cntonccs dicha suma es ia diferen- 
eia entre las do s senales. Si ambas senales se indie an como positivas 
entonces la suma es la adicion de las dos senales. En el capitulo 1 
este punto suma. cuando se uso para comparar el valor requerido con 
una senal de realimentacion que indica el valor real, se denomino 
comparador , la senal de realimentacion se sustrac del valor deseado 
para obtencr la serial de error. Cuando dc algun punto de la trayecto- 
ria de la senal, se tomauna senal, el punto de separation se represen- 
ta de la misma forma, que en un circuito electrico, donde la union en¬ 
tre dos conductors permite que la corriente se separe, es decir, la 
union sc representa mediante el encuentro de dos Hneas y la union se 
indica con En general el bloque sc dibuja con la funcion dc trans¬ 
ference eserha dentro de el. 
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Trayecturia directa 



G,(,s) 


G,(s) 


H(s) J 


_f 


Trayectoria do realiinenladuri 




I rayectcria directa 

T 

T , , 

1 -1 <3 s (s) -1 

Trayectoria de prealimentacion 



El termino trayectoria direct a se usa para los elementos a Oaves 
de los cuales pasa la serial en la direction entrada-salida a lo largo 
del sistcma (figura 6.2a). Las fnnciones de transferencia para los ele¬ 
mentos en esta trayectoria directa en general se designan mediante G 
o G(s). El termino trayectoria de realimentacion ae usa para los ele¬ 
ments por los cuales pasa la serial cuando se alimenta de regreso 
desde la salidahacia la entrada (figura 6.2a). Las funtiones de trans- 
ferencia para los elements en esta trayectoria de realimentacion por 
lo comun se designan por H o H ($). El termino trayectoria de preali¬ 
mentacion se usa para los elementos que cstan en paralelo con la tra¬ 
yectoria directs y a traves de los cuales la serial se mueve cn la mis- 
ma direction, es deeir, entrada-salida (figura 6.2 b). 


Figura 6.2 Trayectoria de la sena! 


Bloques en serie 


Si cl sistema consta de varios elementos en serie, por ejemplo, los 
dos elementos de la trayectoria directa en la figura 6.2a, entonces la 
funeion de transferencia del sistema G(s) es 


G(s) = 


6 As) 
0&) 


Pero para el primer elemento sc tiene 


G^s) = 


8,As) 

0 t (s) 


para el elemento 2 


G 2 (s) 


8 a2 (s) 

0 ci (s) 


y para cl elemento 3 


G 3 (s) = 


8AA 
o As) 


Pero 


«■(*)_ g.i (*).. *>.2 (*).. 0A>) 

0,<*) 


De cste mo do 

G (s) = (s) x G 2 (s) x G, (s) [ 1 ] 

Asl, el niimeru de bloques en serie, con funciones dc transferencia 
G i (s) } G 2 (.v), f? 3 (v), etcetera, se puede reemplazar por un solo bloque 
con una funeion de transferencia G(s). Vea el capitulo 1 para la ob- 
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2 


s + 1 


1 


£ - 1 


Figura 6.3 Ejemplo 1 


tendon dc las funciones de transferencia cuando se hacc referenda a 
estas solo en estado estable. 

De esta inanera, para los dos clementos G t ( 5 ) y G 2 (s) cn serie, si 
0. (.v) es la entrada al arreglo y 0 O (s) la salida 

(i)= 0(5)^ (J)=G,(J)G 2 (5)^(5) [2] 

Se supone que cuando los bloques individuales en los que no 
existe interaccion, se conectan entre si, producen cambios en la fun¬ 
cion de transferencia de los bloques individuales. Solo si no existe 
tal interaccion las funciones de transferencia dc los bloques se pue- 
den usar en forma aislada para obtener la fundun de transferencia 
global cuando cstos se combinan. De este modo, si los bloques indi¬ 
viduales son circuitos electricos puede haber probiemas al combi- 
narlos deb i do a que los circuitos interacts an y se cargan unos a otros. 

Ejemplo 1 

Un sistenia en lazo abierto consta de dos elementos en serie; los de¬ 
ni entos tienen las funciones de transferencia que sc in die an en la fi¬ 
gura 6.3. (dfual es la funcion de transferencia del si stoma eomo un 
todo? 

Respues la 

Para los bloques en serie, la ecuaeion [1] da por resultado 


G{s) = G, ( 5 ) x G 2 0) x G, ( 5 ) x etcetera 
Por lo tanto 


G(s) 


2 1 
5+1 5-1 


2 

5 2 -1 


Bloques con lazos de 
realimentacion 





Figura 6.4 a) Realimentacion 
ner.ativa, b) realimentacion positiva 


La figura 6.4a mucstra un si sterna en laxo ccrrado sencillo con reali¬ 
mentacion negativa. Con la realimentacion negativa las serialcs dc 
referenda y de realimentacion sc rcstan en el punto suma y con reali¬ 
mentacion positiva estas se suman. Si 6 ,( 5 ) es el valor de referenda, 
es dedr, la entrada, y (5) es el valor real, es deeir, la salida del sis- 
tema, cntonccs la funcion dc transferencia del si sterna dc control 
completo es 

Funcion de transferencia = ———- 
00 (S) 

Cada subs i sterna dentro del si stem a global tienc su prop i a fun¬ 
cion de transferencia. Para la traycctoria de realimentacion, la fun¬ 
cion dc transferencia es H(s)\ cntonces, con su entrada (s)tendra 
una salida (5) had a la traycctoria directa. De csta man era, si 

la trayectoria directa del sistema tiene una funcion de transferencia 
G [ (i , ) J entonces. con su entrada OJs) - (5) y salida de 0 (: (5). 
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«.(*) 


e i (s)-H(s)e 0 (s) 

Asi, al reordcnar csta se obtiene 

0 o CO[l-G ] (5)ff(j)] = 0 i (^,W [3] 

For lo tanto, la funcion de transferencia global del si sterna do control 
en lazo cerrado es 

G,(s) 


G(s) = - 

1 + G i (s)H{s) 

Si la realimentacion es positiva (figura 6.46), entonces 

0.(4) = C l (j)[fl,(i)+C 1 (j)//(j)0 o (.v)] 

G t {s) 


G(s) = 


1-G,(« 


[4] 

[5] 

[ 6 ] 



Figura 6.5 tjempln 2 


Ejemplo 2 

^Cual es la funcion de transfercncia global para el sistema que ilus- 
tra la figura 6.5? 

Respucsta 

La realimentacion es negativa, por lo tanto, segiin la ecuacion [4] 


G{s) = 


G } (s) _ 

i + G ; (s)H (.s) 


G M = - 2/ < J + 1 > = 2 = 

1 + 542/(5 + 1)] (5 + 1)+10s 1 + 1 Is 


Bloques en serie y con un Considere un sistema en lazo cerrado que consta dc tres componen- 

lazo de realimentacion tes cn serie en la trayectoria dirccta y con un lazo de realimentacion, 

como rnuestra la figura 6.6. La funcion de transfercncia de la trayec¬ 
toria directa es de esta manera 

Funcion de transferencia de la trayectoria directa - 

G[(s) x G 2 (s) x G 3 (s) 

El sistema en lazo cerrado se puede asi reemplazar por cl siste¬ 
ma equivalents nicis sencillo, como ilustra la figura 6.7. Ahora 
solo se ticne un elemento con una funcion de transferencia de 
G l (s) x G 2 (5) x G\ (5) y un lazo de realimentacion con una funcion de 
transferencia H(s). La funcion de transferencia global G(s) para cl 
sistema cs, cntonccs 

jj,. = 0Js) = C^xG^xGyjs) 

»,(*) 1 +[G i ( S )*G ! (i)xG 3 (#(j) 


Figura 6.6 Funcion de transferencia de 
un sistema de lazo cerrado con 
elementos multipies 
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G.(s)G. (s)G 3 (s) 


H{s) 


Figura 6.7 SSstema equivalente 
para !a figura 6.6 




5 


Figura 6.8 Ejemplo 3 


Ejemplo 3 

Un sistema de control (figura 6.8) tiene una trayectoria dirccta dc 
dos elementos, la funcion de transferencia es K y l/(.s' +1). Si la tra- 
yectoria de realimcntacion ticnc una funcion dc transferencia de .s, 
(l cual es la funcion de transferencia en lazo cerrado? 

Respites! a 

Para los elementos de la trayectoria directa la funcion de transferen- 
cia global es ? segun la ecuacion [1] 

Funcion de transferencia de la trayectoria directs (s) = Kx - i - 

s + 1 

Debidoaquese tiene re alimentation negativa, la funcion de transfe¬ 
rencia global G(s) es, al usar la ecuacion [4] 

cw = -^±j>. = .f. 

l+|>A7(.s + l)] 1-MI t-7Q 


Bloques en paraielo 

G,(s)^,(s) 


G,(s) r 


G 2 (s) 


p 2 (s)f?,(s) 


La figura 6.9 mucstra parte de un si stem a de control con lazo de 
prealimentacion. Para este si sterna la senal dc entrada a eada ete- 
mento cs O^s). Deestc modo, la salida del clcmcntocon una funcion 
de transferencia G, (s') es G i (s)6 l (s) v la salida del elemento con una 
funcion de transferencia G 2 (s) es En la figura las dos se¬ 

nates se muestran como adicion cn cl punto suma. Por lo tanto, la sa¬ 
lida 6 0 ($) es 


Figura 6.9 Lazo de prealimentacion 


9* (s) = G } (s)0 , (5) + G, (3)6, (s) - [G, (s) + G 2 (.)]£, (s) [7] 

Por lo tanto, la funcion de transferencia global G(s) es 


G(s) = G l (s) + G 2 (s) [8] 

Si las scfiales se hubicran sustraldo cn cl punto suma, entonces se de- 
beria obtencr 


00 = [G ; CO - G 2 (s)]S i (s) 


[9] 


y 


G(s) = G t (s)-G 2 (s) 


[ 10 ] 


Ejemplo 4 

Un lazo de prealimentacion dc la forma que muesIra la figura 6.9 tie¬ 
ne fun ci ones de transferencia de G i (s) = !/(.* +1) y G 2 (s) -5. <,Ctial 
es la funcion de transferencia global si la senal del lazo dc preali¬ 
mentacion se suma a la senal de la trayectoria directa? 
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Respuesta 

Usando la ecuacion [S] 


G(s) = Gj(i’) 4- G 2 ( 5 ) 


G(s)= 5 + -- 
s + i 


5s + 5 -f 1 
5 + 1 


55 + 6 

5 + 1 


Simplification de diagramas T.a exposition anterior solo representa algunos de los metodos de 

de bloques simpJificacion de diagramas de bloques. Asi, varies bloques en serie 

se pueden reemplazar por un solo bloque, bloques con un lazo dc 
realimentacion sc pueden sustituir por un solo bloque sin realimen¬ 
tacion, y bloques con un lazo de prcalimcntacion se pueden reempla¬ 
zar por un solo bloque. En la tabla 6.1 se listan estosyotros metodos 
que se pueden utilizar, 

Ejemplo 5 

Rcduclr el si sterna que describe la figura 6.10 a un solo bloque y de- 
terminar la funcion de transferencia de ese bloque. 


Figura 6.10 Ejemplo 5 



Respuesta 

La figura 6.11 muestra coino se pueden eombinar los bloques en va- 
rios pasos. Para simplificar las figuras, se ha omitido la indicacion 
de que todas las fun clones cstdn cn cl dominio de s. De esta manera, 
en u) los dos bloques cn serie (^(s) y G 2 (s) sc combinan para dar un 
solo bloque usando la transformation 1 de la labia 6.1 con una fun- 
cion de transferencia 

G, (*)<?,(*) 

En b) el bloque del inciso anterior se combina, usando la transforma- 
cion 2 de la tabla 6.1, con el bloque de la realimentacion (5) para 
obtener un solo bloque con una funcion dc transferencia 

G t (s)G 2 (s) 

sc utiliza cl signo porque la realimentacion es positiva. En c) la parte 
de preali mentation del diagram a sc simplifies utilizando la transfor¬ 
mation 3 de la tabla 6.1, para obtener un solo bloque con una fun¬ 
cion de transferencia 


G.O + OU) 
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Diagrams de bloques 


Equivalent 




c ) 



<i) 


t G 4 ! 


G.G^G, , gJ[ 

i ; 



Figura6.11 Ejemplo 5 e) 

En d) este equivalence del bloque prealimcntado sc combina con el 
bloque que sc obtuvo cn b) con la transfomiacion 1 de la tabla 6.1. 
para obtenerun solo bloque con una funcion de iransferencia 

G^G^G^ + G^s)] 

1 -G t (s)G 2 (s)H } (s) 

Por ultimo, cn e) este bloque se combina con su lazo de realimenta- 
cion, utilizando la transfomiacion 2 de la tabla 6.1, para obtencr un 
solo bloque con una funcion de transference 

G^G^G,^ 0 2 (s yi/Ll-G^G^s)!/^)] 

1 +H 2 ( 5 ) {G, (s)G 2 Cv)[G 1 (x) + G 2 ( 5 )] / [1 -Gj 0)G 2 ( s)H ] (v)J) 
En cual se simplifies a 

_ G MOA^i(s) + G 2 (s)] _ 

1 - Gj 0)G 2 (s)H i (s) + H 2 COG, (-s-)G 2 (.r)[G, ( 5 ) + G 2 (jt)J 

Ejemplo 6 

Rcorganizar el diagrama dc bloques del sistema descrito eri la fmura 
6,10 de modo que el bloque de realirnentacion H^x) este aislado y 
los cfeclos de los cambios cn su funcion de transfcrencia se puedan 
estudiar facilmente. 
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Rcspuesta 

La figura 6.12 detalla los pasos del procedimicnto que se puede 
adoptar para aislar el bloque (v). Para simplificar en las figuras se 
omitio la indicacion de que todos los bloques estan en el dominio de 
iVi En a) los dos bloques en serie se combinaron utilizando la transfor¬ 
mation 1 de la tabla 6.1. En b) se elimino el lazo de prealimentacion 
con la transformation 3 de la tabla 6.1. En c) el punto de separation 
1 se movio despues del bloque [G 2 (s) + G 4 (.<>)] utilizando la transfor¬ 
macion 11 de la misma tabla. En d) los pantos suma 1 y 2 sc rcaco- 
modaron mediante la transfonnacion 9 de la tabla 6.1. En e) se elimi¬ 
no el lazo intemo de realimentacion usando la transformacion 2 de la 
tabla 6.1. En f) se uso la transformacion 4 para remover un bloque 
del lazo de realimentacion y asi dar la solution requerida. 



Figura 6.13 Ejemplo 7 


Ejempio 7 

Transformar el si sterna que muestra la figura 6.13 cn un diagram a de 
bloques con realimentacion unitaria. Hay realimentacion unitaria 
cuando la trayectoria de realimentacion H{s) se transforma a una 
con funcion de transference de realimentacion de 1. 

Respues t a 

Con base en la transformacion 4 de la tabla 6.1 sc obtiene el sistema 
que ilustra la figura 6.14. 


Figura 6.14 Ejemplo 7 



Entradas multiples Con frecuencia en los sistemas de control cxiste mas do una entrada 

al sistema. De este modo, se puede tener la senal dc entrada que indi- 
ca el valor requerido de la variable controlada y tambien una 0 varias 
entradas debidas a pcrturbaciones que afectan al sistema. El procedi- 
miento para obtener la relation entre las entradas y la salida para 
esos sistemas es: 

1 Hacer las entradas igual a cero, excepto una dc ellas. 

2 Transformar el diagrama de bloques resultante a uno que solo 
tenga una trayectoria directa y una de realimentacion. 

3 Determinar, entonces, la senal de salida debida a la entrada que 
no es igual a cero. 

4 Repetir los pasos 1,2 y 3 para cada una de las entiadas en tumo. 

5 La salida total del sistema es la suma algebraica de las salidas 
debidas a cada una de las entradas. 

La figura 6.15 muestra un sistema de control basico con una entrada 
de referenda 0 y una entrada de perturbation 0 d (x). Al aplicar el 
procedimicnto anterior se obtiene, igualando 0 d (s) a cero y despues 
de alguna simplification, el diagrama de bloques se muestra en la fi- 
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gura 6.1 6a). Para cstc sistema la relacion cntre la entrada 0 ; (s) y la 
salida 0 o (A), utilizando la transformation 2 de la tabla 6.1, es 

<?,(#?, (s) 

0,0) 1 +G 1 (s)G,(4tf 0) 


Figura 6.15 Sistema de control 
con entradas mulliples 



Ah ora, al hacer ( L s) igual a 0 se obticne el diagrama de btoques que 
mucstra la figura 6.1 6b, Dcbido a que el lazo de rcalimentacion pro- 
porciona una scnal sustraida de la serial dc entrada, es dedr, se esta- 
ba utilizando realimentacion negativa, es necesario representar la 
fun cion de transferencia del lazo de rcalimentacion como negativa, 
o sea, -H(s). El sistema resultante es solo una trayectoria directa con 
una funcion dc transferencia G 2 ( 5 ) y una rcalimentacion positiva con 
una funcion de transferencia -O i (s)H(s). De este modo, usando la 
transform a don 2 en la tabla 6,1 

g.fr), ^(0 _ G.(s) 

<?fo) l-G,( i )[-G 1 (i-)//(s-)] l + G,(.v)G,(i')Wi') 




b) 


Figura 6.16 a) 0 a (s) = 0, b) 0,(s) = 0 
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Asf, la salida total del sislema euando esta sujeto a ambas entradas es 
la suma que se da en las ccuaciones [11] y [12], cs dccir 

c () _ G,(s)C 2 (s)9,(s) , i |3 i 

' \ + G t (,s)G 2 (s)H(s) 1 + G l (s)G.(s)H(x) 

Vca cl capitulo 1 para obtener la ecuacion anterior en teriminos de las 
seiiales que pasan a traves del sistcma. 

Ejemplo 8 

Derivar la ecuacion que describe la relation entre las entradas 6 (s\ 
sistcma descrito en la Figura 6.17 via salida 0 a (sj, 


Figura6.17 Ejemplo 8 


Ms) 





Respites! a 

Con y 8^,{s) igualadas a cero, la transformacirin 2 dc la tabla 
6.1 da por rcsultado 

6 ( , (s)_ _ G\ (s)0 2 (s) 

”l + G l (s)G i m i (s)I! 2 (s) 

Con^j(j) y0 d? (s) igualadas a cero, el arreglo es comoel que rnuestra 
la figura 6.18a y asi 

e 0 (s) _ g 2 (s) 

0 Al (s) 1 + G i (s)G 2 (s)H l (s)H 2 (s) 



a) 



b) 


Figura 6.18 Ejemplo 8 
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Con 9-(s) y (s) igualadas a ccro, el arreglo es como el que ilustra 
la figura 6,186) y as! 

flofr) _ 

0 d2 (s) 1 + G ] (s)G 2 (s)II t (s)1I 2 (s) 

Por lo tanto, la salida total del sistema es 

0 (s)= (s)G 2 (s)6i (s) 

° 1 +G i (s)G 1 (s)II ] (s)H 2 (s) 

, G 2 (s)0 dI W 

" 1 + G, (s)G 2 m, (s)H 2 (s) 1 + C, (s)G 2 (s)H l (s)H 2 (s) 


Ejemplos de sistemas El motor de cd que se estudio en el capitulo 2 pucdc tcncr dos for- 

mas: controlado por armadura o controlado por campo. La flgura 
2.39 muestra cstas formas basicas como diagramas de bloques con 
las ecuadones que describen las relaciones entre la entrada y la sali¬ 
da a cada bloque. A1 convert! r estas ecuaciones a fund ones de trans¬ 
ference (vea cl ejemplo 1/ en el capitulo 5) da por resultado los dia- 
gramas de bloque de la figura 6.19. 

Para el motor controlado por armadura (figura 6.19a), el circuito 


Circuito de Embobinado 



a) 


Figura 6.19 Motor de cd: a) controlado 
por armadura, b } controlado por campo b) 


Circuito do Embobinado 



dc armadura ticnc una fun cion de transferencia de primer orden que 
se puede escribir en la forma 

v*. _ UR. 

(L a / }1 ) +1 t j.y +1 

donde r, es la constante de tiempo para el circuito de armadura, 
T, -LJR n . De manera similar, la funcion de transferencia para la 
carga sc puede escribir como 

1 Ic 1/c 
(1 / (fL +1 z 2 s + 1 

donde r 2 es la constante de tiempo para la carga r., = 1 fc. 

La funcion de transferencia de la trayectoria dirccta del si sterna 
es, entonces 
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l/R a , lie 

- a X k 4 X- 

V + 1 r 2 s + l 

La funcion de transferencia del sistema con su traycctoria de reali- 
mentacion co(s)IV a (s) es, entonces, usando la transformation 2 de la 
tabla 6.1 

= (l/^J^(l/c)/(y + l)(r 2 . + l) 

^ 1 + k i (1 /R a ,k, (1 /c)/(v + l)(r 2 s +1) 

= _a/^ a )K 40_ [14J 

(V + 1)(r 2 s +1) + * 3 (1 /R a )k A (1 ic) 

A1 rcordenar la ecuacion [14] se obtiene 
(1 /RJkAifc) 

G(s) = ---^ 11; 4 --—- 

+ (r ] 4- r 2 )s +1 + An (1/ y? a )k 4 (\/c) 

[Q • / R d )k A (1 /c)]/(r L r 2 ) _ 

s' + [(r, +T,)/(r 1 r : )]5 + [* 3 (1/7?, )A% ( 1 /c) + l]/(r,T,) 
Esta es una ecuacion de segnndo orden y se puede escribir en la for- 


s~ -f 2 l/tJ n .s - rut, 

donde o) ri es la frecuencia natural angular y £ cs cl factor de amorti- 
guamiento relativo. Por ejemplo, el comportamiento del sistema 
cuando esta sujeto a una entrada escalon o a una entrada ramp a es 
como se describe en el capitulo 5 para sistemas de segundo orden. 

Para el motor control a do por campo (figura 6.19b), cl circuito de 
campo es un sistema de primer orden y la funcion de transferencia se 
puede escribir como 

1 1 fR t 


donde la constante de tiempo r, =L(/R f . El sistema que representa 
la carga es tambicn un sistema de primer orden y su funcion de trans¬ 
ferencia se puede escribir como 
1 / c _ 1 i c 
(l/c)5^1 r 2 54l 

donde r, es la constante de tiempo para la carga r : = 1 io 

El motor controlado por campo es un sistema cn lazo abierto. Por 
lo tanto, la funcion de transferencia global (u(s)/v f (E) es 
_ MR, , Me 


S (T.S + l)(T,S + \) 


Este cs un sistema de segundo orden. 

Con motores de cd la perturbation mas probable es un par Y d a la 
carga. De esta man era, para tencr en cuenta este en motores control a- 
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tromotriz y. por lo tanto, esta es una medida de la velocidad angular, 
el punto de separation para la realimentacion esta antes del bloque 
1/sdondc la salida dc la carga cs la velocidad angular en lugar del 
desplazamiento angular, 

El desempetio del sistema de control de position puede mejorar, 
desde el punto de vista de control, al incluir una segunda trayectoria 
de realimentacion. si esta es una medida de la posicion angular de la 
carga, 9 . La figura 6,22 muestra el sistema. El sistema de medicioii 
podria ser un potcnciomctro rotacional o un transformador diferen- 
cial de variation angular (RVDT por sus siglas en ingles: roiaiy va¬ 
riable differential transformer ), el cual da un voltaje proporeional a 
la posicion angular. Esta serial de realimentacion v m se suma a la se¬ 
rial dc voltaje de referencia v r para dar una serial de error. La serial 
dc voltaje dc referencia se obtiene de la posicion angular que fija un 
potenciometro rotacional (vea el capitulo 2 para el analisis del po- 
tentiometro). La senal de error se amplifica y rectifica antes de pasar 
a! sistema eon motor de cd. Lste sistema de control se puede utilizar 
para controlar el movimiento de los brazos robot, la posicion con 
mdquinas herramientas. etcetera. 


Como en la figura 6.21 



pro pore ion a I a Sistema de 

la posicion $ mcdicion 

RVDT 


Figura 6,22 Sistema de control de posicion 
con realimentacion de la posicion 



Ejemplo9 

Obtener la relation entre las entradas del valor fijado de la altura del 
Hquido /;. y la perturbation del nivcl del liquido de d del sistema de 
nivel de liquido que describe la figura 6.23, y la salida de la altura del 
liquido h u . Dc esta manera determinar como la salida variara con el 
t tempo cuando existe una entrada esc a Ion al valor fijado, es decir, 
este se fija subitamente a un nuevo valor. 

El movimiento de un flotador produce la rotation de una varilla 
alrcdedor de un pivotc y asi, a traves del actuador, se ajusta la apertu- 
ra de la valvula. El punlo de ajuste se puede fijar subiendo o bajando 
el punto de eonexion del flotador a la varilla. La senal de error es la 
difcrcncia entre la posicion del flotador cuando esta en el nivel re- 
querido y cuando sc cncuentra en cualquier otro nivel. El controla- 
dor es la varilla pivoteada cuya entrada, cn uno dc sus extremos, cs la 


Figura 6.23 Ejemplo 9 






162 Modelos mediante diagramas do bloques 


senal de error del flotador y la salida, el punto dondc sc conecta el ac- 
tuador. 

Respuesta 

Sc pucde considerar que el sistema ticne un diagrama de bloques 
como el que muestra la figura 6.24. La senal de error es la cntrada a 
uno de los extremos de la varilla pivoteada y la salida es el movi- 
miento del otro extreme de la varilla y, por lo tanto. el movimiento 
del vastago de la valvula. Este movimiento es la entrada al actuador 
dc la valvula que produce la salida de una razon de flu jo. Esta, al 
sumarse eon la perturbacidn, es la entrada a la plarila, es dedr, el li- 
quido en el contenedor. La realimentacion es el movimiento del flo¬ 
tador, cl cual se traduce directamente en una senal de altura, por lo 
tantOj la trayectoria de realimentacion es unitaria. 


Figura 6.24 Ejemplo 9 



La siguiente es una consideration de las funeiones de transferen- 
cia de cada uno de los elementos cn el sistema y, por lo tanto, la rela- 
cion entre las entradas y la salida para cl sistema como un to do. 

a) Varilla pivoteada. La relacidn entre la salida y la entrada para la 
varilla pivoteada es 

salida _ salida a distancia del pivote 
entrada entrada a distancia del pivote 
Para una entrada h, la salida sera z, dondc 
z _ x 
h ~ y 

Asi, la funcion de transferencia cs (xl y). 

b) Sistema valvula . La entrada z al sistema valvula determina la ra¬ 
zon de flujo de salida q { dc la valvula. La relacion entre la entra - 
da y la salida se puede linealizar (vea el captlulo 2) para obtener 

q x =cz 

c) La pi ant a. El nivel se control a mediante la manipulation dc la 
razon a la que el agua entra en el tanque. Si el agua entra a una ra¬ 
zon de q cnx por segundo y sale a razon de por segundo, enton- 
ces la razon neta a la cual se incrementa cl agua cn cl tanque cs 
(q„ m - En un tiempo &t el cambio en cl volumcn del agua 
cn cl tanque sera (q c;ir - q sa] )dt. Si cl tanque tiene un area dc la 
seccion transversal dc A, entonees este cambio cn cl volumen 
producira un cambio en el nivel del agua de dh, donde 

O c , t -q i3l )6t = Adh 
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, dh 

= a t, 


For 1o tanto 


•?«* “?„i 


dA 

d/ 


Ei flujo de salida del tanque sc afectara por la altura del agua por 
arriba de la tuberia de salida, es decir, la altura debida a la pre- 
sion. Puesto que la presion debida a la altura del agua h es pro- 
porcional a K se puede escribir 
h 

q «,< R 

donde R representa la resistencia hidraulica de la tuberia dc sali¬ 
da. De este tnodo 


e) 


<7™ 


-1l = a — 


R 


d t 


dh 

RA — + h = Rq & 
d/ 


La funcion de transfereneia es, de csta man era, 
H(s) R R 

Q tat ( s ) + 1 TS + l 




donde r = RA y es la constante dc tiempo. 
d) FI sistema. Con q (] = 0, la trayectoria dirceta ticnc una relaeion 
entre la salida y la entrada de 


x 

— X C’X 


R 

rs + 1 


Puesto que la trayectoria de realimentacion tiene una funcion de 
transfercncia unilaria, entonces 

(xly)^RI(rs + \)] 


H(s)~ 


;M S ) 


1 + (xf y)(iR/(Ts + 1)] 

Con q i (s) = 0, la trayectoria directs tiene una rimeion de transfe¬ 
rence de Rf(rs + l) y la trayectoria de realimentacion una de 
(a*/ y)c, Por lo tanto 

H(s) = m W 

1 + (.v/>-)4^/(tj + 1)] 

Por lo tanto, para el sistema con ambas entradas 
(xfy)<tR/(rs + l)] 


H(s) = v L v /J H^s) 
\ + (xfy)c{RI<js + [)] 


R/irs + l) 


:&(*) 


1 + (xl y)<\Ri{xs + 1)] 

Ertirada vscalori. Considere una entrada escalon al sistema, sin 
que se presente perturbacion. Para csta situacion la relaeion en¬ 
tre la entrada y la salida es 
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H(s) = 


(A- y),-f/^ (TV - i), 

1+(x/>0«[*/(W + l)] ' 


H(s) 


( x/ y)cR 
r.!f 4-1 4- (x/y)cR 


H;(S) 


Esta ecuacion se puede simplificar si se definen dos constants a 
y K eomo 

1 4 {xi V)cR 
a =—-——— 
r 

K _ (x/y)cR 
1 + (xty)cR 

For lo tanto 

Kn 

H(s} = - H+s) 

s + a 


Una cntrada esealon para H. (s) ticne la transformada de Laplace 
1 Is, por lo tanto 


H(s) = 


Kg 

sUv 4 ci) 


La ecuacion quc daria esta transformada (vea el capimlo 4) es 
/* = A'(l-0 

Este es un crecimiento exponencial para alcanzar el valor en es- 
tado eslable de K. 


Problemas 


1 ^Cualcs son las funciones de transferencia globales de los siste- 
mas que deseriben los diagramas dc bloqucs de la figura 6.25? 



e) 


Figura 6.25 Problema 1 


9 ) 
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2 Convertir ios diagramas de bloques de la figura 6.26 en sistemas 
equivalentes con rcalimentacion unitaria. 



Figura 6.26 Problems 2 



Verificar la transformacion dada para remover un bloque del 
lazo de realimentacion, transformacion 4 de la tabla 6.1, 

Simplificar el diagram a de bloques de la figura 6.27 de mudu 
que el bloque G(s) en la trayectoria directa quede aislado. 
Derivar una ecuacion que relacione las entradas £? e (j), 0 dl (s) y 
6 d2 (.v) y la salida para el sislema que describe la figura 6.28 

0 B ,(s) 



6 La figura 6.29 muestra un sistema dc control dc vclocidad que sc 
podria utilizar para controlar la velocidad de rolacion de las rue- 
das de una locomotora de tren. Para manejar un gencrador clee- 
trico se usa una maquina alimentada con diesel: dicho genera- 
dor, a su vez, maneja un motor y } por lo tanto, las rued as de la 
locomotora. La posicion de la palanca de marcha determina cl 
voltajc dc referenda que sc alimenta al amplificador difcrcncial. 
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_| . *2 


K z 


\ + 1 ) 




Figura 6.30 ■ Problema 7 


8 


Ahl este se cotnpara con la serial de realimentacidn y se usa un 
voltaje de error ampiificado para proporcionar la corriente al 
embobinado de campo del generador. La salida del generador 
esta controlada por la corriente de campo dcbido a quc cl rotor 
gira a velocidad angular constante. La salida del generador su- 
ministra la corriente en el circuito de armadura del motor, el cual 
tiene como salida un par que hace girar una flecha sobre la cual 
estan montadas las ruedas de la locomotora. Representar el sis- 
tema mediante un diagrama dc bloques y dcrivar ia ccuacion quc 
describa la relacion entre cl angulo de la pa lane a dc marcha Oy la 
velocidad angular de salida oj q , 

Un sistema de guiado asistido por potencia para un coche tiene 
la forma basica que muesli a la figura 6.30, es decir, un sistema 
que convierte el movimientn rotatorio de la rueda de guiado en 
un movimiento lineal, un sistema hidraulico de la forma que se 
describio en la figura 2,43 con una valvula de carretes que mane- 
ja un piston en el cilindro y, por lo tanto> una carga, y un sistema 
para c-onvertir el movimiento lineal de la carga en un movimicn- 
lo rotalorio. Derivar ia relacion entre el angulo de enlrada 0 ; a la 
rueda de guiado y el angulo de salida 6 a de la carga. De esta for¬ 
ma establecer como cambiara el angulo de salida con el tiempo, 
si a la entrada hay una ratnpa unitaria. 

Para girar una carga se utiliza un motor controlado por campo. 
Si la inductancia del embobinado de campo se puede considerar 
insignificante, derivar la relacion entre la velocidad de salida (v n 
cuando hay un esealon dc voltaje dc entrada dc valor V al campo. 
Si ei esealon es de 50 V, entonccs la velocidad angular en estado 
estable es de 2 rad^s. La carga alcanza 1 rad/s en 0,35 s despues 
que se aplica cl esealon de voltaje. A partir de estos datos derivar 
la ecuacion para la grafica que describa como varia con el tiem- 
po la velocidad de salida. 



El error en estado estable 


Introduccion 


Error en estado estable 

B Is) —-1 OAs) 

-H G[s) |—— 


Figura 7.1 Sistema de control en 
lazo abierto 



0 o {s) 


Figura 7.2 Sistema de control en 
lazo cerrado 


Cuando a un sistema de control se aplicaun comando dc entrada, cn 
general se espera que despues de que se desvanecen todos los efec- 
tos transitorios, la salida del sistema se asentara al valor del coman¬ 
do. El error entre este valor y el comando de entrada sc denotnina 
error en esiado estable . Este error es una medida de la exactilud de 
un sistema de control a seguir una entrada dc comando y es el error 
despues de que decaen todas las respuestas iransitorias a la entrada 
(vea el capitulo 5 para un estndio prcliminar de este error en relacidn 
con iarespuesta dinamica de los sistemas). HI error en estado estable 
para un sistema depende del sistema cn cuestion y de la forma que 
tonic la entrada al sistema. A fin de realizar un analysis de los errores 
en esiado estable de sistemas es util clasificar los sistemas en tipos 
de sistemas. Esta variedad de tip os indica el error en estado estable 
que se presentara para cada una de las diferentes entradas. Este capi¬ 
tulo trata de la clasificacion y la determinacion de los errores cn esta- 
do estable para sistemas. 


El error en cualquicr sistema es la diferencia entre la senal de salida 
requerida, cs decir, la serial de entrada de referenda que especifica 
que se requicre, y la serial dc salida real que sc presenta. Para un sis¬ 
tema de control en lazo abierto (figura 7.1) cuando bay una entrada 
0- (s’) y una salida 0 o ( 5 ), el error E (s) es, entonces, 

E(s) = 6.Xs)-OAs) 

Puesto que la funcibn de transferencia G(s) es (9 U fv)/(9 L (,v) entonces 
E(s) = ejs) - G(s)O i (s) = [1 - G(s)]6.(s) [1] 

De esta manera. el error depende no solo del sistema, como determi- 
na su funcion de transferencia, sino de la forma de la entrada # t d). 

Para un sistema cn lazo ccrrado, considere la simpli flea cion de un 
sistema con realiment ad on unitaria (figura 7.2). Cuando existe una 
entrada de referenda d) y una salida real 0 o (5) entonces la senal 
que se alimenta de regreso es 0 O (v)y, de esta manera e! error £(s) es 
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Reiili.Tier-tacion unitaria 
b) 



c) 


Figura 7.3 a) Sisiema de control 
en lazo cerrado, b) conversion en 
realimentacion unitana ; c) sisteina 
equivalents con realimentacion 


E(s) = 8.(s)-6 0 (s) 

Si G(s) es la func ion dc transference de la trayectoria di recta, cn to ri¬ 
ces existe realimentacion unitaria 

OJ/) __ G(s) 

6 ; (i) 1 + 6 1 (s) 


Por lo tanto 


E(s) = e i (s)- 


omx sj 

1 + G(s) 


1 

l+(7(.v) 


0 t (s) 


T21 


De csta forma cl error dependc del si sterna, como cspecifica su fun¬ 
cion dc Iransferencia. y la forma de la entrada, 

Si el si stem a de control en lazo cerrado ticne un lazo dc realimen¬ 
tacion con una func ion de iransferenctab/ (s), como en la figura 13a, 
entonces cl si sterna sc pued e convertir en uno con realimentacion 
unitaria mediante el proccso quo describe fa figura 7.3b. El resuitado 
cs un si stem a equivalente cun realimentacion unitaria de la forma 
quo ilustra la figura 73c. La funcion de transference de la trayecto¬ 
ria dirccta esta entonces dada por 


l + G(s)[H{s)-\] 

A1 simphfrear el si stem a mediante su conversion en uno con rea¬ 
limentacion unitaria. permito usar la ecuacion [2] para el error. 

A fin dc calcular c! error en estado estable sc utiliza cl tcorema 
del valor final (vea el capitulo 4). El error cn estado estable es el va¬ 
lor del error, el cual es una funcion del tiempo /, cuando todos los 
Iransitorios ban tenido tiempo para decaer y, por lo tanto, es el valor 
cuando t tiende a infinito. De acnerdo con el teorema del valor final 
esta condicion esta dada por 

e,, = lim e{t) - lim sE(s) [4] 

Asi, para un sistema en lazo abierto, segtin la ecuacion [\] 

A, = lim {.s(l.6'is )7.f (»} [5 | 

y para un si sterna cn lazo cerrado con la ecuacion \2) 

<: -lim m —-- 0.(s) r 6’i 

'° L 1 +G(s) 


Ejempio 1 


Calcuiar la magnitud del error en estado estable para a) un si sterna 
cn lazo abierio con una funcion de tramsfercncia de k / (tv -r 1 )yb) mi 
sisiema cn lazo cerrado con realimefHacion unitaria y una funcion de 
iranslcrencia cn ia trayectoria dirccta de k / (rv + 1) cuando ambos 
cstan suietos a una entrada csenior: unitario de 1 / s 
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Respues ta 

a) Con base en la ecu a cion [5] 


e = Hm (sfl - G(.y)]t9. (j)} 

i--»0 

>1 

= Um 

j'->0 

^ TJ+1 )s 

-1 - At 

partir dc la ccuacion [6] 

e - Hm 




_ l+GM J 

- 11 m 

wO 

1 1 

+A/(r.? + l) .s 

1 


U k 


Ciasificacion de sistemas 


El error cn cstado cstablc para un si stem a depende del valor de 
lim sE{s) 


y el valor de E(s) depende de la funcion de transferencia cn la travcc- 
toria directa de un sistema en lazo cerrado cuando hay reaiimentm 
cidn nnitaria. En el estudio de la ciasificacion de sistemas es impor- 
tante considerar que en todos ios eases de sistemas en iazo cerrado 
se supone que estan en la forma que sc ticnc realimentaeion unitaria. 
Los sistemas sc clasifican de acuerdo con el valor dc la funcion dc 
transferencia de la Irayccloria dirccta cuando se tiene realimentaeion 
unitaria; esta a menudo se denomina funcion de transferencia en 
Iazo abierto del sistema en lazo cerrado. Para un sistema con funcion 
de transferencia de la trayectoria directa G(s) y lazo de realimenta- 
cion con funcion dc transferencia H (s), la funcion de transferencia 
en lazo abierto G o (v) esta dada por la ccuacion 13 | como 


GJs) 


O'O) 


[U 


La funcion dc transferencia cn lazo abierto dc los sistemas en ge¬ 
neral sc puede rep res cut ar mcdiante una ecu ac ion de la forma 


K(s ,!l + a llt _ v i- " -r ■ ■ * h- u!5 + a., ) 

- : — 1 -—- : — [ 8 ] 

I i b„_yf ~ 2 ■. .I b^+b.) 

dondc K es an a consume, m y n son enteros y ni a n ni L, puede n sei 
cero; ty es un entcro, cl valor que sc conoce como el Upo o clase del 
sistema. De este modo, si q - 0, entonces se dice que cl sistema es de 
tipo 0; si q - 1, entonces es de tipo L y si q - 2, entonces es de tipo 2. 

El tipo es, de esta man era* el numero de factorcs 1 i sen la funcion 
dc transferencia en lazo abierto. Pucsto que 1 Ayes integration i \ ea el 






-+ 


5 



f * 

i 


C) 


capitulo 4), el tipo es el numero de wtegradores en ia fun cion de 
transference en lazo abierto, 

Ejemplo 2 

^Cual cs cl tipo para los sistcmas que se muestran en la figura 7.4? 
Respites! a 

La funcion dc transfcrcncia cn lazo abierto se puede calcular con la 
ecuacion [7]. 

a) El sistema tiene una funcion de transferencia cn lazo abierto dc 
4 

(s +1) 

Puesto que no hay termino independiente en el denominador, ei 
tipo es 0. 


b) 



d) 


C ) 



e) 


El sistema tiene una funcion de transferencia cn lazo abierto de 
10 

(s + l)(s + 2) 

Puesto que no hay termino independiente 5cn el denominador, cl 
tipo es 0. 

El sistema tiene una funcion de transferencia en lazo abierto de 

5 /( 5 + 2 ) __ 5 ^ 

l+[5/(s + 2)][(l/s)-lJ (s 2 -35 + 5) 

Puesto que no hay termino independiente 5en el denominador, el 
tipo es 0. 



f) 

Figura 7,4 Ejemplo 2 


d) El sistema tiene una funcion de transferencia en lazo abierto de 

6/[\y(5+ 2)] _ 6(5 + 3) 

l + {6/0(5 + 2)]}[l/(5 + 3)~l] _ 5 3 +5r +95-12 
Puesto que no hay termino independiente 5 en el denominador, el 
tipo es 0. 

e) El sistema tiene una funcion de transferencia en lazo abierto dc 

10 

s~ ( 5 2 +25 + 1) 

Puesto que hay termino independiente 5 2 en el denominador, el 
tipo es 2. 

./) El sistema tiene una funcion de transferencia cn lazo abierto de 
(5 +1)/(5~ +25 + 1) _ 5 + 1 

rViTv I l)/(5 2 i 25 + 1}](4-1) " 5 2 +55 + 4 
Puesto que no hay termino independiente sen el denominador, el 
tipo es 0. 


El error en cstado estable para un sistema cn lazo cen'ado esta 
dado por la ecuacion [6] como 


Error en estado estable para 
una entrada escalon 
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e = lim 

j ->0 


1 






donde G 0 ( 5 ) es la funcion de transferencia cn lazo abicrto. Una en¬ 
trada escalon unitario es 9 , ( 5 ) = 1 !s. De esta manera, para tal entrada 


= lim 

J->U 


“ lim 

j -»0 


1 


,__1 

1 + G 0 (s) j 

1 


1+44 


m 


La funcion de transferencia en lazo abierto esta dada por la ecuacion 

[S] enmn 

K ( 5 '" 4- 1 + A H-h a i s 4 a 0 ) 

U' (U + b a _ x s H ~ l 4 b a _ 2 s"~ 2 4 • ■ ■ 4 b x s 4 b 0 ) 

y asl, cuando s tiende a ccro, la funcion de transferencia cn lazo 
abicrto para un sistema dc tipo 0 se converting en Ka 0 ib (j , es decir, 
una constante, y para todos los otros tip os es infinito. Es mas usual 
representar cl valor de la funcion dc transferencia en lazo abierto 
cuando .y-»0 enmo una constante K pi donde K p se conocc como 
constante del error de posicion y es adimensional. 


[>°] 

“ j i0 

De este modo, en terminos de la ecuacion anterior para la funcion de 
transferencia cn lazo abierto 


K=Ka a !b, 


[ 11 ] 



Figura 7.5 Error en estado estable 
con una entrada escalon 


para un sistema dc tipo 0 e infinito para todos los otros tipos. 

La consecuencia de esto es que el error en estado estable para un 
sistema de tipo 0 sera 1 / [14 (Ka 0 i b Q )] o 


_ 

i+y 


[ 12 ] 


y para todos los otros tipos dc sistetnas sera cero. La figura 7.5 mucs- 
tra el tipo dc respuesla que se podn'a presentar con un sistema de tipo 
0. Despues dc que los transitorios, cualquiera que sea su forma, ban 
dcsaparecido hay un error en estado estable dc la forma 1 / (I 4 A' ). 

Lo anterior representa la situacion cuando existe una entrada es¬ 
calon unitario. Si la entrada fuc un escalon de magnitud A, en ton cos 
el error en estado estable con un sistema de tipo 0 scria /f/(l 4 K p ). 

Con un sistema de tipo 0 la magnitud del error en estado estable 
con una entrada escalon unitario depende del valor dc A' ;] : mientras 
mayor es su valor menor cs el error. Pero A p es directamer)te propor- 
cional a K (ecuacion [11]). K es el factor por el cual se multiplican 
las senales al pasar a traves dc la trayectoria directa del sistema. Por 
ejemplo, el sistema podria ser como el que ilustra la figura 7.6. Asi, 
al incremcntar el factor de amplification o ganancia el error en esta¬ 
do estable se puede reducir. 
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Figura 7,6 Un sistema tipo 0 


Ejemplo 3 

^Cualcs son los etrores cn estado estable euando sc aplica una entra- 
da cscaldn unitario a los sistemas dados por las siguientes funciones 
de transference en lazo abierto? 



b) 

Cv+ l)(^ + 2) 

C) -s-(.s 2 - 3 j + 5) 

rf) 6( - V + 3) 

(A- + 2)(.s- + 6) 

10 

e) -r-, - 

.V"(.V‘ +2.T + 1) 

Respues la 

a) El sistema cs de tipo 0. Como s —> 0, G o (.s) tiende a 4, Asi, K„ - 4 
y, dc este modo, el error cn estado estable cs 1/(1 + 4) - 0.2'uni - 
dades. 

b) El sistema es de tipo 0. Como s 0, G., (s J tiende a 5. Asi, K p = 5 
Y, dc cste modo, el error en estado estable cs 1 /(l ~5) = 0.17 uni- 
dades. 

c) El sistema cs dc tipo 1 y asi el error en estado estable cs cero. 

d) FI sistema es de tipo 0. Como .s —> 0, G 0 (A) tiende a -3 / 2. Asi. 
K p - - 3/2 y, de este modo, el error en estado estable es 1 /(l -1.5) 
- -2.0 unidades. 

e) El sistema cs de tipo 2 y asi el error en estado estable es cero. 


Error en estado estable para 
una entrada rampa 


El eiTor en estado estable e? vv para un sistema en lazo eerrado esta 
dado por la ecuacion [6] como 


e — lim 


6, (s') \ 


5 L 1 + c? o(-v) ■ 'J 


dondc G n (s) cs la fun cion dc transferencia en lazo abierto, Una en¬ 
trada rampa unitaria es 0 i (s) ~l/s\ Por lo tamo, para dicha entrada 


e ( 


- lim 


__ _1 _ 1 

5 I + G e (s) s~ 


” lim 


1 

+ sG 0 (s) 


[13] 


Como s tiende a cero, asi el termino s en el denominador se eonviertc 
en cero. De este modo, el factor qne de tormina la magnitud del error 
es el valor de sG it (s) euando s —► 0, es decir. la ecuacion [ 13] se con- 
vierte en 


1 
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1 



Figura 7,7 Error en estado estable 
con entrada rampa 


Error en estado estable para una entrada rs~:-3 


donde K v cs una cons tan tc conocida como cons tcmte del error de vm 
locidad. Este ticnc las unidades desegundosA 

K - lim sG Q ( 5 ) 116j 

.i -> 0 

La funcion dc transfcrcncia cn lazo abierto G 0 esta dada por la ccua- 
cion [8] como 

K(s m -r a f(i _ 1 s , '"~ l 4 a i;i _ 2 s ,i: ~ 2 4-b 4 a 0 ) 

A (A 4 b u _/ ! 1 4- 2 4 ■ * ■ 4 b r s 4 6 li ) 

Dc cste modo, cl valor dc sG 0 ( 5 ) cs 

xK Q" + a, <y-^) 

s" {.?'■' + + b n _ 2 s ‘+■•• + h t s + h „) 

Para un si sterna de tipo 0. q = 0, por lo tanto, sK i s'- - sK . A si, cuan- 
do s tiende a cero, sG 0 (s') para un sistema dc tipo 0 sera cero v enton- 
ccs K v cs ccro. Dc csta man era, cl valor del error cn estado estable 
sera 1/0 0 inf mi to. Para un sistema de tipo 1, q -1, por lo tanto, 
sKrd =K, A si, c 11 an do v tiende a cero, sG ( Js) sc convenin'! cn 
Ka z fb 0 . cs deeir, cste es cl valor dc K .., Dc csta man era, cl valor del 
error en estado estable serai iK.. 0 1 /(Am, /b [f ). La iigura 7.7 muestra 
cl tipo dc rcspucsta quo podria presentarun sistema de tipo 1 . Dcs- 
pues de que los transitorios ban desaparecido, cualquiern que sea su 
forma, hay un error en esiado estable de 1/(A\,). Para un sistema de 
tipo 2, q -2, por lo tanto, sK is- =K/s. A si, cuando vtiende a cero. 

(/) se hacc infinito y, por lo tanto, el error en estado estable se 
hace cero. 

Lo anterior represcuta la situation cuando cxiste una entrada ram¬ 
pa unit aria. Si la entrada es una rampa con una razon dc cambio con 
cl tiempo de una constante A entonces el error en estado estable con 
el sistema dc tipo I seria A!K V . 

Ejemplo 4 

pCuales son los errores en estado estable cuando sc apliea una entra¬ 
da rampa unit aria a los si stem as que ticjicu las siguientes fun clones 
de tmnsfereneia? Estos son los sistema s usados en el ejemplo 3. 

uj- 

As -1 

,,_10__ 

" (s-\){s + 2) 

5 

A ^ . —~ 
v(.r -3v + o; 

d) .-bmb. 

(s-2)(v-6) 

10 

A (.A + is 4 1 ) 
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Error en estado estable para 
una entrada parabolica 


Respaesia 

a) El sistema es de tipo 0. Como sG Q (s) tiendc a 0. Asi, 

K v = 0y\ de este modo, el error en estado estable es infinito, 

b) El sistema es de tipo 0. Como >0, sG u (s) tiende a 0. Asf 
K = 0y, de este modo, el error en estado estable es infinito, 

c) El sistema es de tipo 1, Como 5 >0, sG 0 (.v) tiende a 5/5 = is~ l y, 
de este modo, el error en estado estable es de 1 unidad. 

d) El sistema es de tipo 0. Corno .*“»{), sG 0 (s’) tiende a 0. Asi, 
K v = 0y, de este modo, el error en estado estable es infinito. 

e) E! sistema es de tipo 2. Como 5 —> 0, sG 0 (v) tiende a infinito y 
asi, el error en estado estable es cero. 


El error en estado estable e s _ para nn sistema en lazo cerrado esta 
dado por la ecuacidn [6J como 

e., = h'm s -^- 9,(s) \ 

aj l + G A s ) j 

donde G 0 ( 5 ) es la funcion de transferencia en lazo abicrto. Una en¬ 
trada parabola unitaria es 6f (y) - l/s\ De csla man era, para dicha 
entrada 


■ lim s- 


1 


1 


1 + (s) U 


= lim j-!- 

+ s 2 G 0 (s) 


[17] 


Como s tiende a cero, el termino j 2 en el denominador se hacc cero. 
Por lo que, el factor que determina la magnitud del error es el valor 
dc s~G 0 (s) cuando s —^ 0, es decir, la ecuacidn [17] se convierte en 


1 

lim s 2 G Q (s 1 ) 


[18] 




[19] 


donde K. d es una constante conocida como constitute del error de 
aceleracion y que tiene las unidades de segimdos -2 . 

K t =]imsG a {s) [ 20 ] 

La funcion de transferencia cn iazo abicrto G fi csta dada por la ecua 
cion [8] como 

& ( S>,! + a m~ l A ’ m ‘ + a m-2 Sm “ H -+ Q ) 

(*" + A ,-/" 1 + A ,- 2*"' 2 + • ■ ■ + V + b 0 ) 

De este modo, el valor de s A G 0 (s) es 
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s"K(s ni + a^s 11, 1 + a m -2 s ' ,! " + - ■ ■ + a- : s + a Q ) 

s* (s n + + b„_,s'" 2 + ■ ■ ■ l b t s <■ b s ) 



Figura 7.8 Error en estado estable 
con entrada parabolica 


Para un sistema de tipo 0, q = 0, por lo tanto, s^K!s q ~s^K. Asi, 
cuando 5 tiende a cero, s 2 G 0 ( 5 ) para un sistema de tipo 0 sera cero y 
es cero. De esta manera, el valor del error en estado estable 
sera 1/0 0 infinite. Para un sistema dc tipo 1, q - 1, por lo tanto, 
s 2 K/s h = sK. Asi, cuando 5 tiende a cero, s 2 G 0 (s) se hara cero y K a 
es cero. De esta manera, el valor del error en estado estable serai /0o 
infinito. Para un sistema de tipo 2, q = 2, por lo tanto, s~Kis q - K, 
Asi, cuando 5 tiende acero,s 2 (? n (5) sc convierte en Ka i} ! b ^ es decir, 
esle es cl valor de K A . De esta forma, el valor del error cn estado esta¬ 
ble sera 1 fK. d 0 \/(Ka 0 ib Q ). La figura 7.8 ilustra el tipo de respuesta 
que se podria presentar con un sistema de tipo 2. Despues de que 1 os 
transitorios, cualquiera que sea su forma, han desaparecido hay un 
error en estado estable de 1 !(K t ). Para sistemas de tipos mayores a 2, 
cuando 5 tiende a cero, s 2 G n ( 5 ) se hace infinito y, por lo tanto, el error 
en estado estable es cero. 

T,o anterior representa la situation cuando exisie una entrada pa¬ 
rabola unitaria. Si la entrada fuera una parabola de la forma A/s\ 
donde A es una constante, entonces el error en estado estable con el 
sistema de tipo 2 seria A/ K a . 


Ejemplo 5 


^Cuales son los errores en estado estable cuando sc aplica una entra¬ 
da parabolica unitaria a los sistemas que tienen las siguientes funcio- 
nes de transfercncia? Estos son los sistemas mencionados en los 
ejemplos 3 y 4. 



/?)—— - 

(s + 1)(j + 2) 

0^2— 

s(s~ -35 + 5) 

<0 6(s+3) 

(s + 2)(s + 6) 

e) 10 
s\s 7 +2s + \) 


Respuesta 

a) El sistema es de tipo 0. Como s— >0, s 2 G 0 (s) tiende a 0, Asi, 
K a = 0 y, de este modo, el error en estado estable cs infinito. 

b) El sistema es dc tipo 0. Como s- >0, s 2 G 0 (s) tiende a 0. Asi, 
K a = 0 y, de este mo do, el error en estado estable cs infinito. 

c) El sistema es de tipo 1. Como s-»0 f s 2 G 0 (s) tiende a 0. Asi, 

=0y, de este modo, el error en estado estable es infinito. 

d) El sistema es de tipo 0, Como 5 -+ 0, s'G Q ( 5 ) tiende a 0. Asi, 
K a = 0y, dc este modo, el error en estado estable es infinito. 
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Errores en estado estable 
para diferentes entradas 


e) El sistema es do tipo 2. Como.? 0, s 2 G g (s) tiende aids" 2 . Asi, 

-10 s 2 y, de este modo, cl error en estado estable esl /] Ouni- 
dades. 


La tabla 7.1 y la figura 7,9 resumen lo hasta aqui expuesto en rela¬ 
tion con los errores en estado estable que se pueden presentar con di¬ 
ferentes entradas para varios tipos dc sistemas. Con sistemas linea- 
les (vea cl capitulo 2 para el cstudio sobre linealidad), si una entrada 
produce una salida y una entrada 0 2 produce una salida 9 ir , 
entoncesuna entrada de (l 9, +0 2 ) produce una salida de (6^ -6 o .,\ 
situ a cion que se conoce como principle de superposition. De cste 
modo, si se tiene una entrada a un sistema lineal dc, digamos 
(1/x) + (1 is ~), entonces cl error cn estado estable es la suma de los 
errores debidos a cada segmento de la entrada si se consideraran en 
forma individual, es decir, el error debido a (1 is) mas cl error debido 
a (1 is 2 ). 

Tabla 7.1 Errores cn estado estable 


Errores en estado estable debidos a entradas unitarias 


Tipo de sistema 

Esc a Inn l/.v 

Rampa I/'V 

Parabola l/s } 

0 

1/(LC) 

so 

X 

1 

0 

1/ A? 

X 

2 

0 

0 

UK Li 

3 

0 

0 

0 

4 

0 

0 

0 


Ejemplo 6 

Se requicre un sistema de control de un motor para un manejador de 
disco dc com put ad or a. Este requiere operar con un error cn estado 
estable cero cuando se aplica una scnal dc entrada rampa, /,Quc tipo 
de sistema se requicre? 

Respuesta 

Para un error en estado estable cero con una scnal de entrada rampa, 
la tabla 7,1 indica que el sistema debe ser de tipo 2 o mayor. 

Ejemplo 7 

Un brazo robot tlcne una funcion de transfcrcncia en Jazo abierto 
para su posicion angular de 

~ , 100 

s(s + 5)(s-\2) 

;,Cual sera el error cn estado estable cuando la entrada es como indi¬ 
ca la figura 7,10? 
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Entrada 

Tipo 0 

Tipo 1 

Tipo 2 

0 ,, 

1 , o n 

0 O 

0 o 


X 1 i 




1 



Tiempo 0 

Tiempo 0 

Tiempo 0 

Tiempo 0 


Tipo 3 


Tiempo 



Error en estado 
estable infinite 




'tiempo U liempo 




o) 


Figura 7.9 Errores en estado 
estable, a) entrada escalon, 
b) entrada "ampa, c) entrada 
parabolica 


Respites! a 

El sistema es de tipo 1 y la entrada es una serial rampa de 10 gra¬ 
des por segundo. A medida que s tiende a cero, sG 0 (,s) tiende a 
100/10 = 10s _1 . Entonccs, K v = 10 s" 1 y. por lo tamo, cl error cn esta¬ 
do estable es, para una entrada rampa unitaria, 1 /K v , y para una ram- 
pa que crccc a razon de A es A!K V , cs decir, 10/10 = 1°. De esta 
manera, la salida siempre esta atras de la entrada por 1°. 



Figura 7.10 Ejemplo 7 


Ejemplo 8 


Determinar el error en estado estable que se presents con un sistema 
lineal que tienc una funcibn dc transference en lazo abierto de 


O 0 (s) = 


2(5 + 1) 
5 2 (s t 4) 


cuando esta sujeto a una entrada de 


1 ^ 

s r 


2 _ 

s" 


Respites ta 

El sistema cs dc tipo 2. Debido a que el sistema cs lineal, el principio 
de supequosicion se puede aplicar de modo quo el error total en esta¬ 
do estable sea la suma de los errores debidos a cada segmento de la 
serial de entrada, Por lo tanto, para la entrada 1 is, una entrada escalon 
unitario, se tendra un error cero. Para la entrada 2 is 2 no habrd error, 
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siendo esta una entrada rampa. Para la cntrada 2 Is 3 habra un 
error, siendo esta una entrada parabolic a. El valor de ( s ) cuando 

vtiende acero, es decir, A' a , cs2/4 = - s _l . Asl ? cl errores 2/^ = 4uni- 
dades. 


Error en estado estable 
debido a perturbaciones 


Figura7.11 a) Sistema con 
realimentacion unitaria con una 
perturbacion, b) cuando 6 d (s) = 0, 
c) cuando 0,(s) = 0 


Considere el sistema que mucstra la figura 7,11, dondc ademas de la 
entrada refereneia hay una entrada de perturbacion. Ambas cntradas 
pueden dar cabida a errores en estado estable. 



-0„(s) 


3) 

*,(®) 



C3,ts)C3 a ts) 


■o Q (s) 


b) 



Siguiendo el procedimiento descrito en el capitnlo 6, la funcion 
de transference en lazo abierlo se determina para el caso cuando 
Q i (s) - 0, pero 0, (s) cs distinta de cero y asi se determina el error en 
estado estable, entonces para cuando 0 i (s) = 0, pero 0 d (s) no es cero. 
Los errores cn estado estable cuando ambas entradas son diferentes 
de cero es, entonces, la suma de los dos errores derivados por separa- 
do. De esta manera, para d 6 ( 5 ) =0 se tiene 

Gi jsYW_ 

1 + G 1 (s)G 2 (.») 

El error es la diferencia entre la entrada de referenda y la salida del 
sistema 


E(s) = 8 l (s)~OJs) 
y asi, puesto que G 0 (j) = 8 0 (s) I 9, (s), 

l+G^G.O) 


E(s) = 


1 +G,(s)G 2 (s) 


»,(*) 
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Por lo tanto, el error en estado estable es 


e., = Hm 

.T -+ 0 


5™- 0 } (s) 

1+G'(j)G 2 (j) 


[211 


Cuando = 0, entonces el sistema solo esta formado por una 
trayectoria directa con G 7 (5) y una trayectoria de realimentacion con 
G ] ( 5 ). Este se puede convertir en un sistema eon realimentacion uni- 
taria mediants el metodo que describe la figura 7.11, y asi, la funcidn 
de transference en lazo abierto es 


G 0 W = 


G 2 (s) 

1 


Asi, el error es, puesto que O^(s) -0 


£( J ) = fl 1 (i)-0 o W = -^W 


£(.v) = 


G 2 (s) 

1+G 2 (s)r«7,(»)+1] 




Por lo tanto, cl error en estado estable es 


e — Hm 


l+Gj^XG/iJ+l] 




[ 22 ] 


El error total cuando existen ambas entradas, la de referenda y la de 
perrurbacion, es la suma de los errores dados por las eeuaeiones [21] 
y [22], 


Ejempio 9 

Un sistema dc control de nivel de Hquido, descrito cn el cjemplo 9, 
capitulo 6, y por las figuras 6,23 y 6.24, se puede representar me- 
diante un sistema como el que ilustra la figura 7.12. ^Cual es el error 
en estado estable cuando el sistema esta sujeto a una entrada de per- 
turbacion de tipo escalon dc magnitud A? 



Respites ta 

La figura 7.13a muestra al sistema cuando no hay entrada de refe¬ 
renda y solo existe la entrada de perturbacion. La figura 7.136 
ilustra como estc se puede reacomodar para dar un sistema con reali¬ 
mentacion unitaria. Asi, para dicho sistema la funcion dc transferen¬ 
ce en lazo abierto es 


GJs) 


R/jzs-h 1) 

1 + [R/(ts + 1)1(6^, +1) 


Por lo tanto, la salida H(s) se relaciona con la entrada Q d (s) por 
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F;gura7,13 Ejemplo9 


H(s) = - 


*/(« + !) 


l +[/e/(rj + l)](Jt 1 Jfc 2 +1) 

El error, puesto que H } (s) = 0 ? es 

E(s) ~ H l ( 5 ) - H(s) - - H(s) 
RI(ts + 1) 



E(s) = - 


l +[/2/(rj-hl)](A: ] A' 2 +1) 


&,(*) 


aw 


Por lo tanto, el error en estado cstablc cuando hay una cntrada csca- 
lon AIs es 


, R/(ts + \) A 

■ lim < -s ----- 

^ I 1 + [J?/(tj + 1)](^ 2 + 1) 5 


dim 

s^O 


RA 


ts +1 + Rk ] k 1 + R 
RA 


1 + Rk l k 2 + R 


Problemas 



Figura7.14 Problema 3 


1 Establecer el tipo de los sistemas que se dan en las siguientes 
fund ones de transferencia en lazo abierto: 


a) 

b) 


5 

5 + 2 

2(s+ 1) 

s* + 2v + l 


c) 

d) 


6 

5(5 + 3 ) 

2 

5 2 r% 


e) 


2( s + 3) 

j- 2 (s 2 +2s + l) 


2 ^Cuales son los tipos de los siguientes sistemas en lazo cerrado? 
a :) Pa fund on de transferencia de la trayectoria directa 1/ (25 +1), 

la trayectoria de realimentacion unitaria. 

b) La funcion de transferencia de la trayectoria directa 1/(5’ +1), 
la funcion dc transferencia de la trayectoria dc rcalimcnta- 
cion 5. 

c) La funcion de transferencia de la trayectoria directa 
l/( 5 2 +2^+1), la funcion de transferencia de la trayectoria de 
realimentacion 1 Is. 

d) La funcion de transferencia de la trayectoria dirccta 
2(s +1)/ (s 2 + 5^), la funcion de transferencia de la trayectoria 
de realimentacion 1/(5 + 1). 

3 Calcular el error en estado estable para el sistema que describe la 
figura7d4 cuando esta sujeto a una entrada escalonunitario si K 
tiene el valor a) 1 ,b) 10 y comentar que significa incrementar el 
valor dc K. 
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4 El si sterna de guiado de un automovil ticnc una funcion de trans- 
ferencia en lazo abierto de 


+ a)(s + b) 

^Cuales seran los errores en estado establc cuando el sistema de 
guiado esta sujeto a a) una entrada escalon de magnitud A y 
b) una entrada rampa que Gambia a razon de A1 

5 i Cuales son los errores en estado establc para los sistemas dados 
por las funciones de transferencia en lazo abierto listadas en el 
problema 1, si estan sujetos a i) una entrada escalon unitaiio, 
ii) una entrada rampa nnitaria, Hi) una entrada parabolica unita- 
ria? 

6 Dctcrminar cl error en estado estable que se presentara con un 
sistema lineal que tiene una funcion dc transferencia en lazo 
abierto de 

10 
+ 5) 

cuando esta sujeto a una entrada de 
s s 2 

1 ^Cuales son los tipos para el sistema que ilustra la figura 7.15 
cuando esta sujeto a a) la entrada de referenda y b) la perturba- 
cion? 


w.ts) 


l i 0 s (s} 



Lwvyj 

2s 4- i 

| e c(S> 

5s 1 + 2s +1 

nxSH 

r 




Polos, ceros y estabilidad 


Introduction 


Definiendo la estabilidad 


Un requerimiento importante para un sistema de control es quc debe 
ser establc, Esto significa que si al sistema se apHca una entrada de 
magnitud finita, entonces la salida deberia tambicn ser fmita y de 
ningun modo infmita, es decir, incrementarse dentro dc un limite 
(vea el capitulo 1 para una introduce!on a este concepio). Este capi- 
tulo trata las condiciones quc se deben satisfacer para sistemas esta- 
bles. Para sistemas lineales el requerimiento de estabilidad se puede 
definir en terminos de los polos de la fund on dc transference cn 
lazo ccrrado, Los polos son las raices del polinomio del denomina- 
dor de la funcion de transferencia y los ceros las raices del polino¬ 
mio del numerador de la funcion de transferencia. 


Un sistema se puede definir como es table si tod a entrada acotada, cs 
decir, finita, produce una salida acoiada. De esta manera, por ejem- 
plo, para toda entrada escalon aplicada a un sistema la salida debe 
ser fmita. Un sistema no es necesariamente estable si una sola entra¬ 
da escalon produce una salida fmita: toda entrada escalon debe pro¬ 
duct salidas fmitas. 

De manera altemativa, un sistema se puede definir como establc 
si al estar sujeto a una entrada impulse la salida tiende a eero a medi- 
da que el tiempo tiende a infinite. Si, al responder a la entrada impul- 
so, la salida del sistema tiende a infinito a medida que cl tiempo tien¬ 
de a infinito, entonces el sistema cs inesiablc. Sin embargo, si la 
salida no tiende a cero o no crece a infinito, pero tiende a un valor fi- 
nito diferente de ceru, sc dice entonces que el sistema cs critic a o 
margumlmente estable. El capitulo 1 prop ore ion a el ejemplo del sis¬ 
tema de una esfera sobre la supcrficie de una vasija. Si la esfera esta 
dentro de la vasija, entonces cs estable puesto que despues de un im¬ 
pulse, la esfera terminaria, a medida que cl tiempo tiende a infinito, 
en la rnisina position; el centre de la vasija. Si la esfera esta sobre la 
supcrficie convexa de la vasija (pliesla al reves), entonces el impulse 
causaria que ia esfera caiga y no regrese a su posicidn original a me¬ 
dida quc el tiempo tiende a infinito. Estc sistema es inestable. Si la 
esfera cstuvicra sobre una superficic plana, entonces el impulse pro- 
duciria cn el la un niovimiento a lo largo dc la supcrficie y. a medida 
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quc el tiempo tiende a infmito, iria hacia ei repose en una posicion 
estable a cicrta distancia de su punto de inicio. Este sistema es critica 
o marginalmente estable. 




Figura 8.1 Problema 1 


Ejemplo 1 

^Cuales de los siguientes sistemas son estables? 

a) Una entrada escalon al sistema produce una salida que se puede 
describir mediante la ecuacion 0 t> -21. 

b) Una entrada escalon al sistema produce una salida que se puede 
describir mediante la ecuacion 0 (i = 5. 

e) Un impulso aplicado al sistema produce una salida quc sc puede 
describir mediante la ecuacion 0 o - e l . 

d) Un impulse aplicado al sistema produce una salida que se puede 
describir mediante la ecuacion d o -e ! . 

Respues la 

a) La figura 8.1a muestra la forma de la salida. Puesto que se in- 
crementa y no se acota, el sistema es inestable. 

b) La figura 8.16 ilustra la forma dc la salida. Puesto quc csta sc 
acota, es decir, es finita el sistema es estable. 

c) La figura 8.1c describe la forma de la salida. Puesto que con el 
tiempo csta se hace cero, es decir, tiende a cero a medida que el 
tiempo tiende a infmito, el sistema es estable. 

d) La figura 8. Umuestra la forma de la salida. Puesto que continua 
incrementandose y no se acota a medida quc cl tiempo tiende a 
infinite, cl sistema es inestable. 


Polos y ceros 


La funcion de transferencia en lazo cerrado G(j) de un sistema, en 
general se puede representar mediante 

1 1 a m-2 sm ~^ +--- + <V + Qq) pi 

0" + + W" 2 + • • ■ + V + A o) 


y, si las raiccs del denominador y del numerador se cstablcccn como 


AT(5+Z|)(.T+Z 2 )---(j + Z„) 
(« + P\)(s+ p i )---(s + pj 


[ 2 ] 


donde las raices del numerador son z p z 2 , .., z m y se denominan ce¬ 
ros y las raices del denominador son p 2> . . ., p n y se denominan 
polos y K es una constantc multiplicadora o la ganancia del sistema. 

Los ceros son los valorcs dc 5para los cuales la funcion de transfe¬ 
rencia se convierte en cero. Los polos son los valores de s para los 
cuales la funcion de transferencia es infinita, es decir, estos ha- 
cen que el valor del denominador sea cero. De esta manera, si el nu- 
mcrador cs (s-2), entonces la funcion de transferencia es cero si 
(s - 2) = 0, es decir, 5 = +2. Por lo tanto, el cero esta en +2. Si el deno¬ 
minador es H- 5), entonces la funcion de transferencia es infinita si 
(s + 5) = 0, es decir, s - -5. Pnr In tanto, el polo esta en -5. 
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Los polos y los ceros pueden ser cantidades reales o complejas, 
Asi, por ejemplo, si el denominador fuera (s 2 -6s + 8), entonccs, dc- 
bido a que esto es (s- 4)(5-2), los polos estan en +4 y +2. Sin em¬ 
bargo, si el denominador fuera (A 2 +1), entonccs, puesto que este se 
puede escribir como (s “lj)(A + 1j) ? los polos estan en -t-1 j y -lj. En 
general, los polos y los ceros se pueden escribir como 

s = o + j a) [3] 

donde u es la parte real y jtu es la parte imaginaria. 

Como inrtica la ecuacidn [2], enunciar los valores de los ceros y 
los polos de un sistema, junto con el valor de una ganancia K, permi- 
te especificar por completo la funcion de transferencia del sistema. 


Ejemplo 2 

^Cuales son ios ceros y polos de los sistemas dados por las siguien- 

tes funciones de transferencia en lazo cerrado? 

_ s-]_ _ 

5 3 -4s+ 4 

2(8 + 1 ) 

(. f + l)(s + 2)(<-3) 

(j + 3)(j-1) 
j(s + 2)(j + 3)(j-4) 
a- + 4 

s “ + Is + 3 

1 

+5 + 1 

Re spues t a 

a) El denominador se puede eseribir como ($-2)(j-2) y asi los 
polos estan +2 y +2. El nutnerador es (s - I) y asi, el cero esta en 
+ ]. 

b) El denominador es (s + l)(j + 2)(.y-3) y asi, los polos estan en 
-1, -2 y +3. El numcrador es 2 (s +1) y asi, el cero esta en -1. 

c) El denominador es (s - 0)(s + 2)(5 + 3)(p - 4) y asi, los polos es¬ 
tan en 0, -2, -3 y +4. El numcrador es (s + 3)(s -1) y asi, los ce¬ 
ros esta en -3 y +1. 

d) El denominador es ( 's 2 +15 + 3). Las raices se pueden obtener 
mediante la ecuacion de las raices m de una ecuacion cuadratica, 
(ax 2 + bx + c) es deeir, 

-b±M ! b 2 -4ac 

m = - 

2a 

Por lo tanto, los polos de (s 2 + ly + 3) son 
-l + Vl-12 

5 =- 


«) 

b) 

c) 

d) 

e) 


2 
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= -0.5±0.5V-lVl2-l 
--0.5±jl.7 

Por lo tanto, los polos cstan cn (-0.5 + j 1.7) y (-0.5 - j 1.7). El 
numerador es (s - 4) y, de este mo do, el cero esta en +4. 
e) El denominador es {s 2 + s +1). Segun la expresidn anterior para 
el calculo de las raices 

1±VT4 

i' --■ 

2 

= -0.5 + 0.5V-IV4—I 
= -0.5 +j0.87 

Porlo tanto, los polos estan en(-0.5 + j0,87)y (-0.5 - j0.87). El 
numerador es 1 una constante y, por lo tanto, no hay ceros. 


Ejemplo 3 

lC u ales son las funciones de transference de los si stem as que tienen 

los siguientes polos y ceros? 

a) Polos en -1, -2; sin ceros. 

h) Polos en +1, -2; ccro cnO. 

e) Polos en (-2 ± jl); cero en +1. 

d) Polos en (1 ± j2); cero en -1. 

Respuest a 

a) El denominador sera (s + \)(s + 2)y el numerador 1 (cn ausencia de 
cualquicr information sobre la ganancia K). Por lo tanto 

G<5) =- ] - 

(j + 1)(j+2) 

b) El denominador sera (s - l)(x + 2) y el numerador (s - 0). Por Jo 
tanto 


G(s) = 


s 

(j-IXj+2) 


c) El denominador sera 


[j-(-2 + jl)][s-(-2-J1)] 

= [s 1 - (-2 + jl)i ■- (-2 - jl) s + (-2 + jl)(—2 - jl)] 
= [s 2 + 4r + 5] 

El numerador es (.9 - 1), y de esta manera 


d) El denominador sera 

[*-(l + j2)][i-(l-j2)] 

= js 2 - (1 + j2) s - (1 - j2) j + (1 + j2)(l - j2)] 
= [.s’ 2 -2.?+ 5] 

El numerador es (s +1) y, de esta manera 
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G(s) = 



Patron de polos y ceros 

^ t 


Polo 



I 

- & I 

Figura 8.2 .Patron de polos y ceros 


Los polos y los ceros do una funcion dc transference se pucden re- 
presentar en un diagrams llamado el patron de polos y ceros. La fi¬ 
gura 8.2 ilustra los ejes que se usan para dicha grafica. El eje x es la 
parte real del polo o ccro y el eje y, la parte imaginaria. La posicion 
de un polo se marca con una cruz 1 x f y la posicion de un cero por un 
pequeno circulo ’o'. De esta manera, cn la figura se marca un polo 
que tiene una parte real dc -1 y una parte imaginaria de +1, es decir, 
cl polo esta en (-1 + j 1). El cero se marca en +1, y no tiene parte ima¬ 
ginaria. 

La grafica en dos dimensiones se conoce como piano s. Los polos 
o ceros en el lado izquierdo de la grafica son todos negativos, los po¬ 
los o ceros en el lado derecho son positivos. Los polos o ceros son 
rcalcs o pares del tipo (a ± ja>). 

Ejemplo 4 



Dibujar los patrones de polos y ceros para los sistemas que ticnen los 
siguientes polos y ceros. 

a) Polos en -2, +3; cero en +1. 

b) Polos en 0, -1, -2; cero en -3. 

c) Polos en-1+j2; cero en-1. 

d) Polos en -2 ± jl, 0; ceros en -3 ± j2. 

Respues t a 
Vca la figura 8.3. 



Figura 8.3 Ejemplo 4 
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Estabilidad y polos 


La estabilidad de un sistema se puede determinar considerando 
co mo cainbia la sal i da con el tiempo de spues dc una entrada impul- 
so. Con un sistema estable la salida debera tender a cero con cl tiem¬ 
po, y con un sistema inestable la salida crecera con el tiempo. 

Considere un sistema sin ccros y un polo cn -2. La funcion dc 
transferencia G(s) sera 


G(s) = 


_1 
5 + 2 


For lo tanto, la salida 0 o (s) csta relacionada con la entrada 0 i (s) me¬ 
dian Le 


5+2 

Si el sistema esta sujeto a un impulso unitario, cntonces 0-(s) = 1 y, 
de esta mancra 


0 o (*) = - 


+ 2 


Esta es una transformada dc Laplace de la forma 1/(5+ a) y asi, la 
transformada inversa da por resultado 

El valor de e~~‘ decrece con el tiempo, haeiendose cero en un tiempo 
infinito. Por lo tanto, el sistema cs cstablc. 

Ahora considere un sistema sin ceros y un polo en +2. La funcion 
de transferencia G(s) sera 

<+) = -A 

5 “ 2 


Por lo tanto 

5-2 

Para un impulso unitario, O.^s) = 1 y, de esta manera 
5-2 

Esta es una transformada de Laplace de la forma 1/(5 + a) y asi, la 
transformada inversa da por resultado 

A medida que t se incrementa, el valor de e 2< tambien se incrementa, 
por lo tanto, el sistema es inestable, 

Considere otro cjcmplo, csta vcz con polos en (-2 ± jl) y sin ce¬ 
ros, La funcion de transferencia es 

_ 1 

[s- (-2-I-jl)][j ( 2 jl)] 


G(J) = 
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j (o 

2 

1 


2 


J_ L 

1 0 1 


a} 


1 

2 


y asi 


0,(s) = 


1 

[ s -(-2 + jl)][s-(- 2 - jl)] 


0,(4’) 


Asi, cuando hay un impulso unitario (?) = 1 y. de esta manera 


e,(*) 


i __ 

fj-(-2 + j])][s-(-2-jl)] 


J-1-1-sk- 

2 1 0 1 2 o' 

1 - 

2 - 

b) 

U 
2 - 

x 1 - 

J_1—_I-L 

2 1 0 1 2. ° 

x 1 - 

2 - 

c) 

Figura 8.4 Patrones de polos y ceros 
y estabilidad, region de estabilidad 
compartida. a) Polo en 2 sin ceros: 
estable. b) Polo en +2 sin ceros: 
inestable. c) Polos en -2 ± jl sin ceros: 
estable. 


Esta es una transformada dc Laplace de la forma l/[(s + a)(5 + Z?)] y 
asi la transformada inversa es de la torma 

- e - H ) 

b-a 

con a = -(-2 - jl) y b = -(-2 - jl) se tiene 
6 = — (e- 2l e , '-e- 1 'e- i ') 

‘ j2 


l J 2 

El termino entre los parentesis es sen £. Por lo tanto 
6 0 = e“ 2 'sen t 

Esta es una onda senoidal, la cual tienc una amplitud que decrecc 
con el ticmpo de acuerdo con e ^. De esta manera, la salida decae 
con el tiempo y, por lo tanto, el sistema es estable. 

En general, cuando a un sistema se aplica un impulso, la salida es 
de la forma de una suma de terminos exponeneiales. Si solo uno de 
los terminos exponeneiales cs una exponencial creciente, es decir, la 
expotiencial de una funcion positiva de t tal como e Ll , entonces la sa¬ 
lida crece de manera continua eori el tiempo y el sistema cs inestable. 
Esta situacion se producira si uno de los polos tiene parte real positi¬ 
va y, de esta manera, el denominador de la funcion de transferencia 
incluye un termino (s - a), Cuando existen pares de polos que invo- 
lucran ±jeu entonces la salida cs siempre una oscilacion. Esta oscila- 
cion es estable si la parte real del par de polos cs negativa e inestable 
si es positiva. 

De esta manera, si todos los polos estan en el lado izquierdo del 
patron de polos y ceros, el sistema es estable. Si solo uno de los polos 
esta en cl lado dcrccho de dicbo patron, este es inestable. Un sistema 
es cnticamente estable si uno o mas polos estan sobre el eje vertical 
del patron de polos y ceros, es decir, tienen parte real cero, y no hay 
polos en el lado derecho. La figura 8.4 muestra las posiciones de los 
polos para los ejemplos anteriores y la figura 8.5 ilustra la forma ge¬ 
neral que toman las salidas para diferentes posiciones de los polos. 
Si solo interesa la estabilidad, los polos de la funcion de transferen¬ 
cia son importantes y los valores dc los ceros del sistema son irrele- 
vantes. 
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ju 



Figura 8.5 Salidas para diferentes 
posiciones de los polos con una 
entrada impulso 



Una altemativa para el analisis de estabilidad anterior cs considc- 
rar la estabilidad en lerminos de como Gambia la salida con el tiempo 
de spues de una entrada e seal on. Esto es una entrada acotada y para 
un sistema estable deberia haber una saiida acotada. Para la estabili¬ 
dad en relacion con las posiciones de los polos resulta la misma con- 
dicion. La figura 8.6 indica las formas generates que toman las sali¬ 
das para las diferentes posiciones de los polos. 




Figura 8.6 Salidas para diferentes 
posiciones de !os polos con una 
entrada escalon 
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El criterio de estabilidad de 
Routh-Hurwitz 


Ejemplo 5 

^Cualcs de los siguientcs sistemas son estables, criticamentc csta- 
bles e inestabies? 

a) Polo en -4; cero cn +1. 

b ) Polo en +1; sin ceros. 

c) Polos en 0, - l - 2; cero en 41. 

d) Polos en (-2 ±j3); sin ceros. 

e) Polos en (1 ± j2); cero en -2. 

Rcspuesta 

Los valores de los ceros son irrelevantes. Para estabilidad todos los 
polos deben tener partes reales negativas. De este modo, ay d son 
estables. Para estabilidad critica uno o mas polos deben tener partes 
realcs ccro y ninguna debe ser positiva. Asi, c es criticamentc csta- 
ble. Para inestabilidad uno o mas dc los polos deben tener partes rea¬ 
les positivas, de esla inanera b y e son inestabies. 


Determinar la estabilidad de un sistema dada su funcion de transle- 
rencia implica tambien determinar las raices del pobnomio del deno- 
minador de la funcion y considerar si cualcsquiera de estas son o no 
positivas. Sin embargo, las raices no se pueden obtener con facilidad 
si el polinomio del denominador es dc la forma 

a n s u 4 4 o r: _ 2 s n ~ 2 4 * - - + a { s 4 a 0 [4] 

y n es mayor que 3 o 4. El criterio de Routh-Hurwitz, sin embargo, re- 
presenta un metodo que se puede usar en tales situaciones. 

La primera prueba que se aplica es revisar los coeficientes, es de- 
cir, los coeficientes de los terminos en la expresion anterior. Si estos 
son todos positives y ninguno es cero, entonces el sistema puede ser 
estable. Si cualesquiera de los coeficientes cs negative, entonces el 
sistema es inestable. Si cualesquiera de los coeficientes cs ccro, cn- 
tonccs, en el mejor de los casos, cl sistema es criticamente estable. 
De este modo, por ejemplo, el denominador (r' 4 2r 4 35 41) puede 
ser estable puesto que todos los coeficientes estan presentes y son 
positivos. Sin embargo, (5 3 — 2s 2 4 35 I 1) es inestable debido a que 
hay un coeficiente iicgativo. Con 4 25" 4 35) no hay un termino y 
asi, cn el mejor de !os casos, el sistema es criticamente estable. 

Para sistemas que tienen denominadores que podrian ser estables 
sc lleva a cabo una segunda prueba. Los coeficientes de la ecuacion 
[4] se cscribcn en un orden particular denominado arreglo deRouth. 
Este es 


S" a «-l a «~4 

S""' a n -1 U * 3 a n-S 
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Figura 8.7 Determinacion de los 
eiementos en el arreglo Routh 


Los renglones adicionales en cl arreglo se determinan mediante 
caleulo a partir de los eiementos de los dos renglones inmediatamen- 
te anteriores. Los renglones subsecuentes se calculan hasta quc solo 
apareccn ceros. El arreglo deberia contcncr, cntonces, (n +1) renglo¬ 
nes, un rcnglon correspondc a cada uno de los terminos U hasta ,y n . 



Los eiementos del tercer rcnglon se obtienen a partir de los clemen- 
tos de los dos renglones previos mediante 

k 1 [ 5 ] 


K-J 

Los eiementos del euarto renglon sc obtienen a partir de los eiemen¬ 
tos de los dos renglones previos mediante 



Una forma dc recordar estas reglas para determinar los eiementos se 
ilustra en la figura 8.7. 

Cuando el arreglo se ha complctado, este se revisa. Si todos los 
eiementos de la primera columna son positivos, todas las rai'ces tie- 
nen partes reales negativas, y cstan en el lado izquierdo del patron de 
polos y ceros, El sistema es, entonces estable si todos los eiementos 
de la primera columna son positivos. Si en la primera columna, hay 
eiementos negativos, cl numcro de cambios de signo en la primera 
columna cs igual al numero de ratces eon partes re ales positivas. 
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Ejemplo 6 

Los siguientes polinomios son los denominadores de ias funciones 
dc transferencia de varios sistemas. For inspection, ^cuales de estos 
podrian ser estables, inestables y criticamente estables? 

Cl) 5 4 + 3.S’ 3 + 2s + 3 

b) s" +2s l + 3S + 1 

c) s 5 -4s 4 + 3ri +2 s 2 +5.'? +2 

d) s 5 + s 4 + 5s 3 + 2s 2 + 3s + 2 

e) 5 5 + 2s 3 -t- 3s 2 + 4s i 5 

Los polinomios byd pueden ser estables debido a que todos los coe- 
fidentes son positives y ninguno cs cero. El polinomio c es inestable 
puesto que hay un termino negativo. Los polinomios aye son, en el 
mejor de los casns, criticamente estables. 


Ejemplo 7 

Usar el arrcglo de Routh para determinar si el sistema que tiene la si- 
guiente funcion de transferencia es o no establc. 


G(s)= — 


2 ^ + 1 

+ 2s' + 35“ + 4v +1 


Respites! a 

El denominador es (s 4 + 2s 3 +3s 2 + 4s + l) y per inspcccion todos 
los coeficientes son positivos y no falta ninguno. Por lo tanto, podria 
scr cstable, A fin de asegurar que es estable, entonces se tienc que 
usar el arreglo de Routh. Los dos primeros rcnglones del arreglo son 

5 4 1 3 7 

.V 3 2 4 


Los elementos del tercer renglon del arreglu se c-alculan usando las 
ecuaciones [5] y [6J. 



0,-3- ip 1 


b 2 = “„ 4 - — 

t<vl ) 

- [" — ^1° = 1 

4 J 


S = 1 - 


De esta manera, el arreglo se convierte en 


1 3 1 

2 4 


5' 
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Los elementos del cuarto renglon del arreglo se caiculan usando las 
ecuaciones [7] y [8]. 




c, =4- - |i = ; 


A =0- - 0 = 0 


De esta manera, el arreglo se convierte en 


5* 1 3 
5 3 2 4 


El elemento del quinto renglon se calcula usando 


d x =1- - 0: 

1 7 


De esta manera, el arreglo sc convierte en 

s 4 I 1 3 1 
A- 3 2 4 


Todos los elementos de la primera columna son positivos y, por lo 
tanto el sistema es estable. 

Ejemplo 8 

Con base en el arreglo de Routh determinar si el sistema que tiene la 
siguientc funcion de transferencia es o no estable: 


5 + 5 + S~ +45 + 1 

Re spues t a 

El denominador es (s 4 + s 3 + 5 2 + 4^ +1) y por mspeccion todos los 
coeficientes son positivos y no falta ninguno. Por lo tanto, podria ser 
estable. A fin de asegurar que es estable, sc ticne que usar el arreglo 
de Routh. Los dos primeros renglones del arreglo son 
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1 1 1 
1 4 

Los elemcntos del tercer renglon del arreglo se calculan usando las 
ccuaciones [5\ y [6]. 


j f 

b i =a n - 2 - — 


',i-3 


H-l ) 


k -1-1 - 14-=-3 


b 2 = a n- 4 


5>«-l J 


b 2 =1- - 0-1 

V 1 / 

De esta man era, el arreglo se convierte en 

4 


1 1 l 

1 4 

-3 1 


Los clcmentos del cuarto renglon del arreglo se calculan usando las 
ccuaciones [7] y [8], 


Ci = a n 




_ A | 1 \_13 

c ' =4 d rd 1= 7 


^7 = 


a n -1 1 

*1 J 




C2 =0-^j0 = 0 

De esta manera el arreglo se convierte en 

4 


1 1 

1 4 

-3 1 

13/3 


1 


El elemento del quinto renglon se calcula usando 

d { -b 2 -fLL 2 

L'i ) 
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^ 13/3 


0 = 1 


Dc esta manera, el arreglo se convierte en 


1 1 1 
1 4 

-3 1 

13/3 
1 


La primera eolumna liene un eleniento negativo y, por eso, el siste- 
ma es inestahle. Hay dos cambios de signo, de mas a menos y de me- 
nos a mas, asi, el sistema tiene dos polos con partes reales positivas. 


Ejemplo 9 

El denominador dc la i unci on de transferencia de un sistema es 
5 3 + 4 s 2 +8 s + K 

^En que intervalo de valores puede estar K si el sistema debe ser es 
table? 

Respites fa 

Los dos primeros renglones del arreglo de Routh son 

s 3 18 1 

s 1 4 K 

Los elemetUos del tercer renglon del arreglo se calculau usandu las 
ccuaciones [5] y [6], 


b] -ct „_ 7 - 


b , =8-| tV 
■. 4 J 


*n-3 


b , = 0-1 - |0 = 0 

4 


Dc csta mancra, cl arreglo sc convicrtc cn 


j 3 1 8 

s 2 4 K 

s' 8-4 AT 0 

El clemento del cuarto renglon del arreglo se calcula usando la ecua- 
cion [7]. 



( 


c, -K- 


0-^ 
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Por lo tamo, el arreglo se convicrte en 

.d p ~8~" 

r 4 K 

5 1 o 

5° K 

Para quo cl sistema sea establc todos los elemcntos de la primera co- 
lumna dcben ser positivos. Esto signifies que 


( 8-^)>0 

y 

k> o 

Esto signifies que 8 > \ K y. por lo tan to, 32 > K. De esta man era, K 
debe estar entre 0 y 32f 

Ejemplo 10 

Para el si stem a que describe en la figura 8.8, ^que intervalo de va lo¬ 
res de K dara como resultado la estabilidad? 



Figura 8.8 Ejemplo 10 y puesto que la funcion de transferencia de la trayectoria directa 

es 10 / [s(s + 1)(j? + 4)1 es 

1Q/[5(^ + 1)(j: + 4)] _ 10 

1 -hlOAT f [ 5(5 + 1 )(s + 4)] + 5r + 4s- +10 K 

Por lo tanto, cl arreglo de Routh para el denominador es 

5 3 1 4 

r 5 10 K 

s l 4 - 2 K 

s 0 10 K 

Para que la primera columna solo tenga valorcs positivos se debe tc- 
ner 


4-2 K>0 

y 

ioa: > 0 

Esto significa que K debe estar entre 0 y 2. 


Estabilidad relativa 


La construction del arreglo de Routh y la aplicacion del erilerio de 
que la primera columna del arreglo solo debe contencr terminos po- 
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Corrir 

bento del eje 


-a 


0 +u 



sitivos, permite decidir si el sistema ticnc o no todas sus raices en cl 
semipiano izquierdo del piano s y, que de esta manera, el sistema sea 
o no estable. Sin embargo, a menudo esto es util para saber que tan 
cerea de la inestabilidad esta un sistema estable. Para lograrlo cs nc- 
ccsario saber que tan cere a del eje imaginario estan las raices . Esto 
se puede hacerrecorriendo el eje a la izquierda una cantidad deftnida 
(vea la figura 8.9) y encontrar si el corrimiento da o no por rcsultado 
un sistema inestable medido a partir del nuevo eje. 

Recorrer el eje a -a significa que todos los valorcs de sdel deno~ 
minador de la funcion de transferencia se recmplaccn por (r-a) y 
cn la ccuacion cn res donde abora se aplica la prueba de estabilidad. 


Figura 8.9 Corrimiento del eje Ejemplo 11 

^Un sistema con funcion de transferencia con el siguiente denomi- 
nador tendra raices ccrca del eje situado cn -1? 

s 3 + 4s 2 i-8s + 4 

Respuest a 

Si el sistema es o no estable se puede probar mediante la cons true - 
cion del arreglo de Routh. Esto es 

j 3 n s - 

r 4 4 

.S' 1 7 

5° 4 

y, dc esta manera, el sistema es estable. Si ahora serecorre cl eje a-1, 
entonces se reemplaza s por (r - 1). 

(r - 1) 3 +4(/'-l) 2 +8(r-l) + 4 

Esto cs 


(. r 3 -3 r 2 +3r-l) + 40- 2 -2r + 1) 4- 8(r - 1) + 4 
Despues de simplifiear se obtiene 
r 3 +r 2 +3 r-1 

El arreglo de Routh para esta ecuacion es 


r l -l 

r 1 4 

r 0 -i 

El sistema es inestable. Dado que solo hay un carnbiu de signo. solo 
hay una raiz a la derecha dc la linea en -1. 
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Problemas 


1 

2 

3 


Las salidas de varios sistemas cuando estan sujctos a una cntra- 
da escalon son a) 9 0 =3 ,b)G 0 -3t,c)6 0 -2+3 1. ( f ,Cuales de es- 
tos sistemas son estables? 


Las salidas de varios sistemas cuando estan sujetos a una entra- 
da impulse son a)2t, h) tT* f > c) t . ^Cuales sistemas son esta¬ 
bles? 

/,Cuales son los polos y ceros dc los sistemas dados por las si¬ 
guientes funeiunes de transferencia en lazo cerrado? 

, la -1 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 


s -5^ + 6 
4s -1 


+25 

( j + 2)(j-3) 

(j + 2)(5 + 3)(j-4) 
4 

s" +2j + 3 

S +5 + 1 


j(5-3)(s + 5) 


4 ^Cuales son las funciones de transferencia de ios sistemas con 
los siguientes polos y ceros? 

a) Polos en 0,-1,-2; sin ceros. 

b) Polos en+1,-3; cero en 0. 

c) Polos en (-2 ± jl); cero en-1. 

d) Polos en 0, (-3 ± j2); ceros en -1, +2. 

5 ^Cudles de los siguientes sistemas son estables, criticamente es¬ 
tables e incstables? 

a) Polos eri 0, -1; sin ceros, 
h) Polos en 0 } +1; cero en -1. 

c) Polos en +I ; -3. -4; cero en -1. 

d) Polos en -2, -3; cero en 0. 

e) Polos cn (-3 + jl); cero en 0. 
j) Polos en (2 I j3); cero en -1. 

g) Polos enG, (-1 ± j2); ceros en+1,-2. 

6 Los siguientes polinomios son los denominadores de las funcio- 
nes de transferencia de varios sistemas. Por inspeccion, /,cualcs 
de estos podrian ser estable, inestables y criticamente estables? 

a) s 2 +25, 

b) — 2s~ +5 + 3. 

(?) <r 4 + 3.v 3 +2.S- 2 +4 j-1. 
d) s 5 + 2s 4 + 3r* + s 2 +2* + l. 

7 Usar el arreglo de Routh para determinar si los sistemas que tie- 
nen las funciones de transferencia con los siguientes polinomios 
son o no estables. 

a ) ,? 3 +4j 2 +8j + 12. 

b) .? 4 + .? 3 + s 2 + 2s + 3. 

c) s 3 +2s 2 +2^ + 6. 

J ) s 4 +4i 3 +24r + 32*+ 16. 
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8 El dcnominador dc la fun cion dc transferencia dc un si sterna es 
s'* 1 2 s 2 +4 $ + K 

^En que intervalo de valores puede esfar K si d si sterna fucra cs- 
table? 

9 ^Un sistcma con fun cion de transferencia con el siguiente deno- 
minador tendra raices cerca del eje situ ado en -1? 

r +45 4-2 

10 Determinar el intervale de valores de K para que cl sistema quo 
ilustra la figura 840 de porresultado la estabilidad, si se presen- 
tan perturbaciones. 



Figura 8.10 Problems 10 



9 Analisis del iugar geometrico 
de las raices 


IntrodllCCion Las raices del polinomio del denominador dc la funcidn de iransfe- 

rencia de nn sistema, denominadas polos, dererminan la forma gene¬ 
ral de la respuesta transitoria de ese sistema. La figura 9.1 muestra, 
para un si sterna eon 3 a time ion de transferee cm 


U- #)(>+ /a) 

eomo al cambiar la po si cion de los polos, p. y p 2 , en ei piano s e am- 
bia la respuesta transitoria cmmdo cl sistema esta sujeto aim impul- 
so. Este capitalo esmdia la relacion entre el comportainieniu dc los 
sistemas y las posiciones de sus msecs. La tecniea quo sc uLibzapara 
e s te a n a i i s i s s e cl e n o m i n a ? ?; ei o do del! i iga r geo melt A -o de las} ri ices. 


Lugares geometricos de las 
raices de sistemas de 
primer orden 


Considere el sistema de primer orden quo sc ilustra en la figura 9.2. 
La time ion de transfereneia del sistema en lazo abierto, C7 ;: (s) cs 
Kl(s - 1) v. puesto quo la realimentacion es unitana. el sistema liene 
una tunc ion dc transferencia 0 ( 5 ) de 

. A" i -S' -i-1 } 

O(s)- --— 

1 H- ( A / US' -r- 1)) 

Li coal sc puedc rcscnbir eomo 


.V !\ \ 

Li sistema tienc un solo polo, en -(1 - A ). C.'uando A — 0. cmonces 
ti polo esta cn ■ 1 y a medida que se incremcnta ei valor de A. el sailor 
del polo sc Lace mas negative, eomo se ilusim en la figura 9.3, 
La linea quo mucsira eomo eambia la posieiOn del polo sc alcja des- 
de A = 0a mediA que A eambia. y se denomina Uigar geonudneo de 
las raiccs. 

Cuando A - b A Lmeion de tmndereneia del sistema so convierte 
en uimion de (musl'crencia en laze abierto, y ei valor de la rasa nam 
c! si sterna euando A -- Use denomina polo en lazo ahicrio. 
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_2 — 


Imaginario 

2 i - 



Figura 9.1 Posicion de los polos y 
respues Las a un irnpulso 


Puesto que el valor de la raiz depende del valor de Ad la respuesta 
del sistema tambien depende del valor de K. La figura 9.4 describe 
como la respuesta del sistema a) a un impulse v b) a un esealon, de¬ 
pende del valor de Ad 



Ejemplo 1 

5 _ * 1 p ara un & i ste ma de pri rner orden c on un a fu ne i 6 n d e ira nsfe re nc i a e n 

Figu r a 9 2 LJ n s iste ma d e pri m er 1 azo abi erto de K / ( s - 2) y re a 1 imentae io n uin tar nu a) e: a b ozar 1 a gra - 

n rd on fj ea dc 11 ugar geo m etr i c o d e 1 a s ra ie cs y b) ob tc nor ia r e sp uc stagenc- 

ral del sistema a una enlrada esealon unitario. 

Respuesta 

El sistema tie ne una fun a on de Iransierendu de 
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Imaginary 


Polo en 
lazo abierto 

1 — 1 - ) . \ -^ 


- ■ ■ A- 

-4 -3 -2 -1 

Movimiento de! polo 
a medida que K 
se Incrementa 

0 

Real 


Figura 9.3 Lugar geometrico de las 
raices par a el sistema de la figura 9.2 


G(s) = 


Ki{s + 2) 
l'+[K/(s + 2)] 


G(s)=- 

s 


_K _ 

2^K 


La ecuacion earacteristica es 


s + 2 + K = 0 

De esta manera, se tiene el polo cn lazo abicrto cuando K =0 y, por 
lo tanto, esta en 5 - -2. Cuando K no es cero entonces la ecuacion ca- 
ractei istica se puede escribir cornu 

5 - (2 - K )~0 



0} 



b) 


lo cual mdica un solo polo en ~(2 4 K). Por ello, a medida que K se 
incrementa dcsdc 0, cl polo sc mucvc a valores mas negativos a par- 
tir de -2. La figura 9,5 ilustra la grafica del lugar geometrico de las 
raices. 

Puesto que G’(Y) = 0 0 (Y)/0, (Y) y por lo tanto, para una entrada es- 
calon 6 } (s) dc 1 / . 9 la salida d o ( 5 ) esta dada por 


0 t{s+(2 + K)] 

Esta transformada es de la forma general 1 /[s{s 4 a) J. cuya transfor- 
mada inversa es (l/a)(l - e ~ at ). Por lo tanto 

4 =-L-[l-exp-(2 + ^)/] 

2 + A 

donde K es siempre mas negativa que -2, 


Imaginario 


4 


Polo en 
lazo abierto 

- 

-2 -1 


0 


Real 


Figura 9.4 Respuesta del sistema de 
!a figura 9.2 a: a) una entrada impulso, 
b ) una entrada escalon 


Figura 9.5 Ejemplo 1 


Lugares geometricos de las 
raices de sistemas de 
segundoorden 


La figura 9.6 mucstra un sistema de segundo orden. La funcion de 
transfcrcncia en lazo abiertoG 0 ( 5 ) del sistema es A7 [a’( 5’ 4- l)]y, pues¬ 
to que la realimentaeion cs unitaria, el sistema tiene una funcion dc 
transfcrencia de 

K/ i s ( s + i yi 

1 4 K ■ [ 3(5 4 1}] 
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CV4 

K 


1 

S’fc-rl) 

Ms) 









la eual sc pucdc cscribir como 


G(s) 


K 

s 2 + s + K 


Figura 9.6 Un sistema de segundo 
orden 


Las raices de una ecuacion de la forma ax 2 + bx + c estan dadas por 


Raiccs - 


-b ± V b " 
2 a 


- 4 ac 


K se incremenia 
desde 

0 hasta 0.25 Imaqinario 

K se incrementa a 
part-r ce 0.25 


Polo de lazol 
aoiorto \ 




K se incrementa 
desde 0 hasta 0.25 


Polo de lazo abierto 


-0.5 


K = 0.25 


K se incrementa a 
parSr de 0.25 


Figura 9.7 Lugares geometricos 
de las raices para el sistema de la 
figura 9.6 



Figura 9.8 Respuesta de! sistema 
de la figura 9.6 a una entrada 
escalon unitario 


y asi, las raiccs del polinomio del denominador de la funcion dc 
transfcrcncia son 

-1 + 71 - 4 ^ 

P = -j- 

p = -\±j*J\-4K 

Cuando K =0, entonces p - -4 ± 7 es decir, las raiccs en lazo abier¬ 
to estan cn 0 y -1. Cuando K = entonces p = -^ es decir, ainbas 
raices estan cn - 4 . Para los valores de K entreOy 4 ia raiz en 0 sc hacc 
mas negativa y se mucvc hacia - 4, mientras que la raiz en -1 sc hacc 
menos negativa y se mueve hacia -4, como sen ala la figura 9,7. Para 
K = L las raiccs estan dadas por p= 4 ± \ ,/_ 3 y, de este modo, estan 
cn - 4 + j \ 3 v - 4 - j v 3. Para todos los valorcs dc AT mayo res dc 0.25 
se presents un par de raices complcjas, siendo constantc Ia compo- 
nente real de valor -4 y la parte imaginaria none un valor que sc in¬ 
crementa a medida que K aumenta, 

Puesto que los valorcs dc las raiccs dependen del valor de K, ia 
respuesta del sistema a entradas externas tambien depende del valor 
de K. La figura 9.S muestra la respuesta del sistema cun diferentes 
valores de K a una entrada escalon unitario. Para valores de K entre 0 
v 0.25 sc ticne la respuesta sobreamortiguada dc un sistema de se¬ 
gundo orden. Para K =0.25 el sistema es criticamente amortignado. 
Para K mayor que 0.2 5 el sistema es subamortiguado y present a osci- 
laciones. 

El polinomio del denominador de la funcion de transferencia, es 
decir, (s 2 + s + K\ se plied e esc rib ir en la forma (5 2 + 2a.) + a )\). 

Vea los capitulos 2 v 3, donde co n es la frecuencia natural de oscila- 
cion y £ es cl factor de amortiguamiento rclativo. De esta manera, 
para estc sistema of ^ K y es 2oj X - 1 V asi uj ;i = \K y (jj X = f cs 
deeir, los_A T a lores de los polos en el ainoiuguamicnlo critico, y 
t - 1 /(2 \K). Asi a medida que K sc incrementa a partir de 0.25, tam- 
bicn se incrementa la frecuencia natural y decrecc cl factor de amor- 
tiuuain lento relative. 


Ejemplo 2 

Para el sistema dc la figura 9.9 esbozar el diagrama de los lug arcs 
geometricos de las raices y especiflcar los valorcs dc la ganancia K 
en los que el sistema cmpicza a oscilar. 
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e o {s) 



Respites ta 

La fund on de transfcrenda cn lazo abierto es K/(s 2 -E4.S + 1) y con 
real imentac ion unitaria la fund on de transfcrenda del sistema es 


Figura 9.9 Ejempio 2 


G(s) = - 


/f/(5“ +4s + l) 


A" 


1 I K/(s Z I 45 i 1) 5 2 I 45 i (1 ; K) 

Las raiccs dc una ccuacion dc la forma ax " + bx + c cstun dadas por 


Polo de 
laze abierto 
en - 373 


Polo de 
lazo abierto 
on 0.27 


-2,0 

0 Real 


Figura 9.10 Ejempio 2 


Raices = 


—b ± V b 2 - 4 ac 
2a 


y, asi, las raices del polinomio del denominador dc la funcion de 
transfcrenda son 

-4 n v 'l 6 - 4(1 + K ) 


p = -2 ± y (3 - K) 

Los polos en lazo abierto se tienen cuando K - 0 y, por lo tan to. estan 
cn p = -0.27 y p = -3,73, Cuando K = 3 anibas raices tienen cl mis- 
mo valor p - - 2 , Cuando K es mayor quo 3 las raices son complcjas. 
De este modo, la grafica del lugar geomctrico de las raiccs es como 
ilustra la figura 9.10. El valor de A, en el cual el sistema esta critica- 
mente amortiguado. es 3; para valores de K mayores a este las raices 
son complejas y asi se tienen oscilacioncs. 


Lugares geometricos de las 
raices de sistemas en lazo 
cerrado 


"Add 



Figura 9.11 Sistema en lazo 
cerrado 


Considere el sistema general en lazo cerrado que muesira la figura 
9.11. La funcion de transference en lazo abierto cs G 0 (.s) y : asi. con 
real imentac ion unitaria, la funcion de transfcrenda G(d para el sis¬ 
tema es 


G{s) = 


l-UU) 


[1] 


Los polos seran los valores de 5 para los euales cl polinomio del de¬ 
nominador es cero, cs dedr. 


1 -r G. ( 5 ) = 0 

y, de este modo 

G ., (s) = -1 [ 2 ] 

G 0 (5) se puede obtener a parti r del agrupamiento de varies demon- 
tos, cada uno dc los euales tiene sli propia funcion dc transfcrenda. 
E 11 general es posible el escribir 

G = [3] 

O-/OO- Pi 

donde K es una constante; z. , z 2 ,... z m , los ceros. v p i , p 2 ,,,. ;.y, los 
polos. Si los valores de .sen la ecuacion anterior van a ser los valores 
de los polos y, de esta forma, estar sobre el lugar geomctrico de las 
raiccs, cntonccs tambien se debe satis facer la ccuacion |_2j. De este 
modo. para los puntos sobre el lugar geomctrico de las raiccs 
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¥r 


Figura 9,12 G,(, 


h-ncginorio 


\ ! 

\ 

Rea! 


■) = K{s -■ 1)/s(s + 2) 



K(S ,)(V (V -,'l t 

Debido a que s es una variable eomplcja la ecu a cion anterior se 
puede escribir en forma polar (vea la siguiente nota para un breve es- 
tudio de cstas formas). Puesto que la magnitud del producto dc dos 
numeros complejos es el producto dc sus magnitudes y el cociente cs 
el cociente de sus magnitudes, la ecuacion [4] en forma polar para 
las magnitudes cs 


Dado a que el argumento del producto de dos numeros complejos es 
la suma dc sus argumentos v el cociente su difcrencia. la ccuacidn 
[4] en forma polar da para I os argumentos 

[Z(s- z ] ) + Z(s -■ z 2 ) i... f Z(s z wr )] 

-[Zis- p. t ) +Z(s- p 2 )+...±Z($- pj] 

= + multiplo impar de n [6] 


La ecuacion [6] se puede utilizar para deierminar si un punto en el 
piano .vesta sobre un lugar geometrico dc las raices. Si cl punto csta 
sobre el lugar geometrico de las raices se cutup lira la ecuacion [6], si 
cl punto no esta sobre el lugar geometrico de las raices, enionces esla 
no se cumplira. Mediante prueba y error se puede establecer el lugar 
geometrico de las raiccs. La ecuacion f5j dara el valor de K en los 
puntos a lo largo del lugar geometrico de las raices. 

Para ilustrar lo anterior considere un sistema con funcion de 
transferencia cn lazo abierto de 


G 0 (s) = 


K(s + 1) 
v(v i 2) 


y realimentacion unitaria. La funcion de transferencia del sistema 
sera 


C[c) _ A%v + l)/[.v(.v + 2)] 

1 + K{S + 1)/ [5(5 + 2)] 


0(s) 


K(s +1) 

s(s i 2) -7- K(s + 1) 


LI sistema tienc los polos cn lazo abierto, cs decir, cuando K -- 0, enO 
y -2 y un ccro en -1. Considere algun punto sobre el piano u sea y 
(figura 9.1 2). Se dibujan lincas para concctar cl pumo con los polos 
v cl cero. Para queA, este sobre el lugar geometrico de las raices sc 
debe toner que, al aplicar la ecuacion [6j 


(3 - (a [ — a ,) = ± multiplo impar dc .t 
A plicando la ecuacion [5 \ 



ac 


y asu a = ad b. 
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Figura 9.13 

G.„(s) -- K{s 1)/(s" t 2s T 1 5} 


Como ejemplo adicionaL considcrc un sistcma con 
s' +25 + 5 

y real imentac ion unitaria. La funcion de transference del sistema 
sera 

G(s) = — - - 

V +2^ + 5 +A'(.T-rl) 

Esta tiene un cero cn -1 y raices en lazo abierto, es deeir, cuando 
K =0, de -1 ± )2 y, por lotanto, el piano yes oomo describe la figura 
9.13. Para que el panto ,v, este sobre cl lugar geometrico dc las raices. 
se debe tener, al apiicar la ecuacion [6] 

j3 - (a L -i- a 2 ) = ± multiplo impar de n 
Segun la ccuacion [5] 

Kb__ 

ac 

y asi, K = ad b. 


Jmaginario EjemplO 3 


y \ 



3 

2 


<+ Hi 



f 

-■3 


Figura 9.14 Ejemplo 3 


Muestre que ei punto y de la figura 9,14 esta sobre el lugar geometri¬ 
co dc las raices y determinar el valor de K para el punto. 

Respites! a 

El sistcma tiene tres raices y ningun cero. Dc esta manera, al apiicar 
la ccuacion [6] 

0 - («, + a 2 -ha 3 ) = - multiplo impar de jz 
Pcro a { 80° o .t y (a , + a R) = 360° o 2zr. Pnr lo tanto, sc tiene 

0 - (rr +2 n) 

para la suma y. asi, cs un multiplo impar dc jz. 

El valor de K para cl punto esta dado por la ccuacion \5] como 



a he 

Pucslo que a - b = V8 v c = 2, cntonces K - 2 V8y'8 = 16. 


Representation polar de 
numeros complejos 

[magi nano 

. NO mere comcile;o 



La figura 9.15 representa un numero complejo, ( v + jy), en ima gra- 
flca donde cl eje yes la parte imaginaria del numero y el cje.via parte 
real. A partir dc la trigonometria 
.v = rcosO 
y = rsen 0 
De esta manera 

v + jy - /'(cos 6 + jsen 0) 

Esto en general se abrevia como 

x-\y = rA() 


5 Figura polar de un numero complejo 


Figura 9.1 1 
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r se dcnomina magnitud o modulo del ruimero complejo y se escribe 
como | a' -f j>j. 6 se denomina argumento del numero complejo. 

Entonces cl producto de dos numero s complejos se puede eseribir 
co mo 

;;(cos 0 , -f jsen 0 , )r,(cost ? 2 4 jsen 0 2 ) 

" i] r 2 [(cos 6 { cos 0 2 -sen 0, sen 0 2 ) 

+j (sen 0, cos 0 2 4 cos 0 X sen 0 7 )] 

= j\r 2 [ 005 ( 6 *, 4 0 2 ) 4 - jsen (0, 4 0 2 )J 
y, de cste modo, el producto tiene una magnitud que es el producto 
dc las magnitudes y un argumento que es la suma de los argumentos. 

Dividir un numero complejo entre otro da como resultado 
q(cos 0 L + jsen 0 t ) 

/;(cos 0 2 4 jsen 0 2 ) 

q(cos 0 t 4 jsen 0 , )(cos 0 ? - jscn 0 ? ) 
r 2 (cos0 2 4 jsen 0 2 )(cos 0 2 -jsen0 2 ) 

q (cos 6 ] cos d 2 4sen 0 , sen 0 2 ) 
r 2 cos 2 0 2 4sen 2 0 2 

j (sen $ [ cosQ 2 -cos 0 [ sen0 2 ) 
cos 2 0 : 4 sen 2 0 2 

= tt[cos(y i -OO+jsenie, -0,)J 

r, 

y. de esta man era. el cociente tiene una magnitud que es el coeiente 
de las magnitudes y un argumento que es la difcrencia dc los argu¬ 
ment os, 


Construccion de lugares La tccnica cxpucsta al inicio de este capitulo para graficar cl lugar 

geometricos de las rafees geometrico dc las rakes se puede resumir como: 

1 Mcdiante prueba y error encontrar cn cl piano s los puntos con 
angulos entre cl eje real y las lineas que unen dichos puntos con 
los ceros y los polos que satis lagan la ecuacidn [ 6 ], la ecuacion 
de argumento. 

2 Determinar cl valor de K en los puntos sobre el lugar geometrico 
de las raices con base en la ecuacion [7], la ecuacion de magni¬ 
tud. 

Esto podria pareeer un procedimiento erroneo o de los llamados a 
palos dc ciego; sin embargo, ex is ten varias reglas que ay u dan a ele- 
gir en forma apropiada los puntos sobre el lugar geometrico de las 
raiccs. 

1 El numero de lugares geometricos cs ig.ua! al grade n de la ecua- 
eion caracteristica dc la fund on dc transference en lazo abierto, 
cs deeir, cl polinomio del denominador. Cada raiz traza un lugar 
geometrico a medida que K varia desde 0 cn un polo en lazo 
abierto, husla infinilo en un cero cn lazo abierto. El termino 
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2 


Imaginarin ^ 


I I I 

2 pc:os - j 1 30io - 2 | 1 polo - 1 | 

2 ceros a i ceros a ^ i cero a ;a i i 

la Gorccna Utiied-a [ deiec^ 

-► 


K -0 


K- * 


K= - 


1 oolc a ia 
dececha 

4 - 


Real 


Figura 9.1 6 Lugares geometricos de 
las raices sobre e! eje real 


rama de lugar geometrico de las raices sc usa con frecuencin 
para cada lugar geometrico de las raices. list as ramas son curvas 
continuas que inician en cada uno de los n polos en lazo abicrto, 
donde K = Q, y se aproxima a infmito cn los m ccros cn lazo 
abicrto. Las ramas del lugar geometrico para los polos cn exceso 
(polos que no tiencn correspondencia con ceros finitos), cs de¬ 
em, donde n > nu se extienden a infmito. Para ceros en exceso, es 
decir, m > n f las ramas se extienden desde infinite a los polos en 
lazo abicrto. De este modo, para un sistema que tiene una ecua 
cion caracteristica en lazo abicrto de A + 2s 2 +js-\-K - 0 habra 
ires ramas del lugar geometrico de las raices. 

Los lugares geometricos dc las raices dc un sistema con una 
ecuacion caracteristica real son simetricos re spec to a l eje real. 
Esto se debe a que las raices complejas se presen tan en pares de 
la forma o ± jon 

Los lugares geometricos de las raices eomienzan en los n polos 
del sistema donde K =0. 

Los lugares geometricos dc las raices fmalizan en los m ccros 
del sistema, donde K - x, Si hay mas polos que ceros, que es cl 
easo mas comiin, entonces m lugares geometricos term in an en 
los m ceros flnitos y los (n - m) lugares geometricos restantes 
terminan en infmito. 

Las porcioncs del eje real son secciones de los lugares geometri¬ 
cos de las raices si el numcro de polos y ceros a la derecha de df 
cha porcion es impar, como lo ilustra la figura 9,16, 

Aquellos lugares geometricos que terminan en infmito tienden 
liacia las asintotas que forman angulos respecto al eje real positi¬ 
ve de 


Imnginnrin 



Figura 9.17 Asintotas con n = 3 
y m = 0 


m j.t 5.t V2(n-m)-\\t 

n - m n - m n - m n - m 

La figura 9.17 mucstra ejemplos de dichos lugares geometricos para 
un sistema cuando n = 3 y m = 0. Los angulos de las asintotas son n!1 
o 60°, 7i o 180° y 5.t/3 o 360° 

7 Las asintotas intersectan sobre el eje real en im punto, algunas 
vcces llamado centra de gravedad o centroids de las asintotas, 
dado por 

(A + P?+-“ + Pr)- ( Z l Z, I ■ . . I Z m ) 
n - m 

De este modo, para el ejemplo de la figura 9.17 donde los polos 
cstan cn -1 y -5 + j3 y no hay ceros, entonces el punto de inter- 
seccion es 

-l- 5+j 3-5 j3 _ 3? 

3 

8 La interseccion de los lugares geometricos de las raices con el 
eje imaginario se puede encontrar calculando aquellos valores 
de K que den como resultado la exisiencia de las raices imagina- 
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irr,ag : nar;o 



Figura 9.18 Punto de desprendimiento 
zeG 0 {s) = Kts(a- 1) 


I ias en la ecuacion caracteristica, es decir, v = cj + \<jj con o - 0. 
Por cjcmplo, con una ecuacion caracteristica / 4*2r + 3.s-r AL 
entonces haciendo s-jco resulta -jm 3 -2 a) 2 + 3jo> + A =0 y 
asi, aljgualar las partes imaginarias sc obtiene -or +3 oj =0 y 
co = v'3 e igualando las partes reales da como resultado Ioj 1 \ 
A = 0 y asi, K -6. 

Una alternativapara dctcrtninar esta interseccion es el usar el 
arrcglo dc Routh y encontrar el valor limite de K que preserva la 
estabilidad, siendo este el valor dc K, donde Jos lugares geome¬ 
tricos de las raices cmzan el eje imaginario. 

9 El termino punto de desprendimiento o rupturn se usa cuando 
dos o mas lugares geometricos se encuentran en un punto y en 
forma subsccucntc sc “separan” de esc punto siguiendo traycc- 
torias separadas. La figura 9.18 muestra dicho punto de despren¬ 
dimiento. Los puntos dc desprendimiento se present an en aque- 

II os puntos para los dial es, la ecuacion caracteristica d Kids = 0. 
Sin embargo, se debe observar que no todas las raices de la ec na¬ 
tion dA/'d.y = 0 correspondcn a los puntos de desprendimiento, 
solamente aquellas para las cualcs la ecuacion [5J, cs decir la 
ecuacion de argumento, se satisface. Para cl sistema dado en la 
figura 9.18 

, A 

G(s) = - -■ 

r - s - A 

La ecuacion caracteristica cs 
s' + s + K — 0 
Por lo tanto 

K = -,s 2 -s 



d,v 


Cuando dKids = 0, entonces 
-2s -1=0 

y asi, el punto dc desprendimiento esta en $ = - ~. 

10 El angulo de partida de los lugares geometricos en A" - 0 dc un 
polo coinplcjo y cl angulo dc llegada de los lugares geometricos 
dc las raices en A = x a un cero complcjo sc puede determinar 
con la ecuacion de argumento [6] y haciendo que s sea un punto 
sob re el lugar geometrico de las raices muy cercano al polo o 
cero eonsidcrado. 

La figura 9.19 ilustra esta idea cuando se aplica para determi¬ 
nar cl angulo de partida dc un polo complcjo (-2 + j2). El siste¬ 
ma tiene polos en 0 y ~2 ± j2 sin ceros, y asi, sc debe tenet 

-(a t + a 2 + a ,) = ± multiplo impar de tt. 

Debido a que el punto esta muy cercano al polo, entonces 
cq -180°-tan _[ (2/2)y, dc cstc modo, cs 135°. El angulo a, es 
90b Por lo tanto, se ticne 
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Figura 9.19 Angulo de partiria 



- (135° + a 2 + 90°) - - multiplo impar de n = -540° 

For lo tanto a 2 =315°. 

Una secuencia util quc se puede seguir, con la ayuda de las re- 
gtas anteriores, para cunstruir lugares geometricos de las raices se 
puede rcsumir como: 

1 Obtencr la ccuacion caracterislica de la funeion de transferencia 
en lazo abierto, G a (5), para el sistema. 

2 Dctcrminar las posiciones de los polos y los ceros. 

3 Detenuinar, con base en la regia 1, cl numero de lugares geome¬ 
tricos, 

4 Graficar los lugares geometricos sobre el eje real con ia regia 5. 

5 Delerminar los angulos de las asintotas a partir dc la regia 6. 

6 Obtener la intersection de las asintotas con el eje real con base 
en la regia 7, 

7 Determinar la intersection de las asintotas con el eje imaginario 
con la regia 8. 

8 Determinar los puntos de desprendimicnto usando la regia 9. 

9 Obtener los angulos de parlida de polos complejos y los angulos 
de llegada a ceros complejos a partir de la regia 10. 

10 Esbozar los lugares geometricos de las raices teniendo en cuenta 
las reglas 2, 3 y 4, 

fa figura 9.20 ilustra algnnos ejemplos de graficas de lugar geo- 
metrico de las raices para sistemas que tienen diferentes fonnas de 
funciones de transferencia cn lazo abierto. 

Ejemplo 4 

Esbozar los lugares geometricos de las raices para un sistema con 
una funeion de transferencia en lazo abierto dc 
K 

($ + l)(s + 2)(i' + 3) 

Respues t a 

Siguiendo los pasos antes expuestos: 
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Imaginario 


p 2 z, p, o Rea! 


Imaginario 



Imaginario 




d) 


Figura 9.20 Graficas de lugares geometricos de las raices de: 
alG^sJ-Kfs + zJ/fs + p^s + p,,), cuando p, >z, >p,: 

b) G 0 {s) = K{s + z,)l{s + p,)(s + p 2 }, cuando z, >p 2 >p,; 

c) G 0 (s) = K/(s + p, )(s + p 2 )(s + p,); 

d) G 0 {s) - K{$ ~ z, )/(s + a + »(s + cr - ja>), cuando a > z,; 

e) G 0 ($) - K(s + Zt)/(s 4 - a + ycp)(s + a-ya>), cuando2. > 0^; 

f) G 0 (s)^KI(s + p,)(s + a + ya>)(s + a- ;w), cuando p, > a; 

g) G 0 (s) = K/(s - p, )(s + a - ya>)(s 4- a - jm), cuando a > p,; 

/7) G 0 (s) = K(s + z, )/($ 4 - p, }{s + p 2 )(s + 0 + joj)(s 4 -a- jco), cuando p 2 > p 1 > a\ 
i)G 0 (s) = K(s + z,)ls{s + p,)[s + p 2 ), cuandop 2 >z t >p,; 
pGJsHK/s^s + p,); 

k ) G 0 ($) = K(s + Zi )Is 2 (s + \ cuando p, > z,; 

/)G 0 (s) = K(s-z 1 )/s ! (s + p 1 )(s^p 2 ), cuando p 2 >p, >z. 


(La figura continua en ia pagina 212) 
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El sistema tiene realimentacion unitaria y, de estc modo, 1a. fun- 
cion de transference del sistema estara dada por la ecuacion [ 1 ] 
como 

a:/(5 + i)(j + 2)c? + 3) 


G(.) = 

G(S) = 


l + A7(s + l)(s + 2)(s + 3) 
K 


(s l l)(s + 2)(j + 3)+A 
La ecuacion caractcristica es, entonces 

(a' + 1)(.s + 2)(s + 3) +A-0 

2 Cuanrdo K -0 la ecuacion caractcristica se convicrtc en 

Cs + l)(i' + 2)^ + 3) = 0 

y ios polos en lazo abierto estan en -L -2 y -3. No hay ccros. 

3 La ecuacion es de terccr grado y, por lo tan to, se Lendran tres lu¬ 
gares geometricos de las raices. 

4 Las poreiones de! lugar gcometrieo de las raiccs sobre el eje real 
e star an entre “1 y -2 y desde -3 hasta menos infinito. 

5 L o s ang u 1 o s d e I a s a si nto tas s eran n /3 o 60 3 jt / 3 o 18 0 ° v 5 n /3 o 
300° 

6 El punto de interseccicm de las asmtotas con cl eje real es 

-1-2-3 „ 


Las intersecciones con cl eje imaginariu sc pueden determinar 
haciendo s - }oj en la ecuacion caractcristica, con lo que sc ob- 
tiene 

(j<y+l)(jaj+2)(jeu + 3)+A=0 

j } ti) ’ + j 2 a) 2 6 + j a) 11 4 - 6 + K - 0 

-jar" -arid + jari 1+6 + A =0 

A1 igualar las partes imaginarias sc obtiene -co 3 + i ku = 0 y, de 
csta manera, co = +VTT, A1 igualar las partes reales da por resul- 
tado -6<o" + 6 + A = 0 y asi A = 60. 

Para determinar cl punto de desprendimiento; la ecuacion carac- 
t eristic a es 

Cv + 1)(5-1-2)0 I 3) i A = 0 

A = -(0 + 6s 2 +1 l.y + 6) 


^=-3Z 

d*v 


12 ^ 


A1 igualar la ecuacion a cero se tie tic que 
3ri +125 + 11 = 0 
y, de esta manera. las raices son 


-12 ± V144 - 132 


=-2 ±0.58 


Solo es factible el punto de desprendimiento -2 + 0.58. 
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Irnaginario 



Figura 9.21 Ejemplo 4 


9 No hay polos o ceros complejos. 

10 La figura 9.21 muestra la grafica completa de los lugarcs gco- 
metricos de las raices. 

Ejemplo 5 

Esbozar los lugares geometric os de las raices para an si sterna con 
una funcion dc transferencia en lazo abiertu de 

^ + 0 

(s + 2+j3)(s + 2-j3) 


Re spues fa 


Sieuiendo los pasos antes cxpucstos: 

1 El sislcina tiene realimentacion unitaria y, por lo tanto, la fun¬ 
cion de transferencia del sistema es 


G(s) = 


K(s 4-1) /(s + 2 + j3 )(j + 2 - j 3) 

1 + K (s +1 )/(.* + 2 ± j 3 )(.v + 2 - j3) 


G{s) 


*T^1) _ 

Cs- + 2+j3)(i*r2 + j3) + AT(.v-hl) 


As!,1a eeuaeion caracteristica es 

(s + 2 + j3)(.s + 2 - j3) - K(s - 1) - 0 
2 Cuando K =0 la eeuaeion caracteristica se convicrte en 


(j-H2 + j3)(.T + 2-j3)=0 

Los polos en lazo abieno son, de esle mudo2 ± j3. Como la fun¬ 
cion de transferencia en lazo abieno incluye (s +1) en el nuniera- 
dor hay un cero en -1. 

3 La eeuaeion cs de segundo grado y tiene dos lugares geometn- 
cos de las raices. 

4 Las poreiones del lugar geometrico de las raices sobre cl eje real 
son desde -1 hasta infmito. 

5 Los angulos de las asmtotas seran, puesto que n - m = 'L nr/1 o 
180° y estas sc si than sobre cl eje real. 

6 Puesto que las asmtotas estan sobre el eje real el punto de intcr- 
seccidn no tiene interprets cion. 

7 Cualquicr punto de intersection dc los lugares geomctricos con 
el eje irnaginario se puede detenninar hacicndo s = ](0 en la 
eeuaeion caracteristica. Esto da corao resullado 


(ja> -n 2 n- j3)(joo i 2 - j3) - K()d) - 1) -0 
-a 2 +}(4 -K)cd + 13 -K -0 

For lo tanto, al igualar las partes i mag inarias se obliene K = -4y 
ai igualar las partes reales se tiene or -13 - K v. asi, cj — ±4.1. 
Cuando A" tiene valores negatives los lugares geomcLncos resul- 
tantes sc denominan lugares geomctricos complementarios. En 
cste libro el cstudio se restrmge a los lugares geometric os que sc 
producer! cuando K es position y. de estc modo. los valores ne¬ 
gatives dc K indican que los lugarcs geomctricos no eruzan cl 
eje imagmaiio. 
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Imaginario 



Figura 9.22 Ejempio 5 


Interpretation de los 
diagramas del lugar 
geometrico de las raices 


Real 


8 El punto de desprendimiento se determina a partir de la ecuacion 
caracteristica, la cual es 

U + 2 + j3)(j + 2-j3) + JC(5-l)=0 
Esta se pucde simplificar a 

s 2 +4s + 9 + K(s-l)=Q 

_ s 2 + 4v + 9 
1-s 

Para diferenciar un cociente se tiene 
d ( tA _ v(dz//d.v) - w(dv/d,v) 
dxl^vj v 2 


entonces 

d K (1 - s)(2s + 4) - (j 2 + 4s + 9)(-1) 

ds " (1 -S') 2 

dK _ s 2 i 2s i 13 
ds s 2 -2s +1 

A1 igualar esta ecuacion a eero, significa que se tiene 
-v 2 + 2s -t 13 = 0 
Las raiccs dc esta ecuacion son 


-2 

Solo el valor de -2.7 es factible. De este modo hay un punto de 
desprendimiento en -2.7. 

9 Se tiene un par dc polos complejos y no hay ceros complejos. 
Los angulos de partida del lugar geometrico cn K = 0 dc un polo 
complejo se determinan a! usar la ecuacion de argumento [6] y 
haciendo que s sea un punto sobre el lugar geometrico de las rai¬ 
ces muy cercano al polo -2 4* j3. Puesto que hay un angulo al 
cero que cs 90° mas tan -1 (2/3) o 123.7° un angulo a al otro polo 
dc 90° y un angulo al polo - 2 \ j3 de a ,, entonces 

123.7°- (a L + 90°) = imultiplo impar de 180° 

33.7° a ] = ±180° 

Por lo tantOj a l -213.7° o 146,3°. 

10 La figura 9.22 ilustra el diagrama completo del lugar geometrico 
de las raices. 


El diagrama del lugar geometrico de las raices mucstra el efecto que 
la variation de la ganancia tiene sobre las raices dc la ecuacion ca- 
racteristica en lazo cerrado y, por lo tanto, cl comportamicnto dina- 
mieo del sistema. Esto pennite observar el efecto de modificar o adi- 
cionar polos y ceros al sistema que se va a estudiar. Los polos en lazo 
abierto de esos diagramas se pude considerar que achian como las 




216 Analisis del lugar geometrico de las raices 


“fuentes” de los lugares geometricos y los ceros eomo “pozos' 1 con 
K incrementandose dcsde un polo en lazo abierto hasta infinito en un 
cero. 

La funcion dc transferencia en lazo cerrado de un si sterna de se- 
gundo orden se puede representar mediante 


G(s) = 


co ' 

s 2 + 2^(0 -r (0 i 


[7] 


donde co a es la frecucncia natural angular y £ el factor de amortigua- 
miento relativo. Si el factor dc amortiguamiento relativo esta entreO 
y 1, cntonces los polos son complejos, y el sistema produce una res- 
puesta oscilatoria. Para esta condicion sc puede escribir 


S~ + 2±G) J -r O >1 =(S-rU + j(/j)(v + O ~ j Oj) 
-s 2 +2os + o 2 - at 2 


A si 


Imaginario 



Figura 9.23 Polos complejos 


incremento de <o„ Imaginario 



Figura 9.24 Frecuencia angular y 
factor de amortiguamiento relativo 


2& a - 2a 


y, por lo tamo 


w 

n. 

[8] 

y 

CO 2 =G 1 +OJ 2 

[9] 


La ccuaeion [9] muestra que oj n es la longitud dc la Hnea que une el 
origen del piano 5 y el polo en lazo cerrado (vease la figura 9.23), 
puesto que para un triangulo rectangulo cl cuadrado de la liipotenusa 
es igual a la sum a de los cuadrados de los catetos (teorema de Pitago- 
ras). Debido a que a/£ es, para el mismo triangulo, el coseno del an- 
gulo0, entonces la ccuacion [8] indica que 

£ = cos<j> L10J 

De este modo, si la frecuencia angular de oscilaclon dc un sistema 
se va a incremental la longitud de la linea que une alpolo en lazo ce¬ 
rrado y el origen tambien se debe incremental* (figura 9.24). Si el fac¬ 
tor de amortiguamiento relativo se increments, entonces el angulo <p 
entre esta linea y el eje real debe decrecer debido a que esto incre- 
menta el cos <p (figura 9.24). 

Como un ejemplo de ia aplicacion de los conceptos antcriorcs a 
un sistema, considere el diagrama del lugar geometrico de las raices 
de la figura 9.25. Para dicho sistema el valor minimo de la frecuen¬ 
cia natural angular sera cuando K - 0, debido a que esto da la longi¬ 
tud mas corta dc la linea del polo al origen, Este es tambien el valor 
minimo del cost ft y, de esta manera, el valor minimo del factor de 
amortiguamiento relativo, A medida que K se incrementa, tambien 
u) n y £ se incremental! hasta que en el punto de desprendimiento £ = 1 
y el amortiguamiento es critico. Un incremento adicional en K dara 
como resultado que solo se tengan raices reales y, por lo tanto no 
haya oscilacion. 
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Imaginario 



Figura 9.25 Efecto de carnbiar K en 

y t 


A1 carnbiar la frecuencia natural angular y/o el factor de amorti- 
guamiento relativo se produciran cambios cn los panimetros de de- 
scmpcno del sistema como el tiempo de levantamiento. sobrepaso en 
porccntaje y el tiempo de asentamiento (vea el capilulu 3). De esta 
manera, por ejemplo, el tiempo de asentamiento de2%esta dado por 
la ecu a cion [36], del capitulo 3 

4 

Debido a qne la ecuacion [8] indica que £ - o!o) , entonees 
4 

' s =- LUJ 

a 

El tiempo de levantamiento t r , dc un sistema esta dado por la 
ecuacion [29], capitulo 2 


Imaginario 



Figura 9.26 Inicio de la inestabilidad 


De este modo, al incremental* ru el tiempo de levantamiento decrcee. 

HI diagrams del lugar geometrico de las raices tambien sc puede 
usar para estudiar el efecto de carnbiar la ganancia cn la cstabilidad 
del sistema. Asi, para el diagrama del lugar geomctrico de las raices 
que describe la figura 9.26 la inestabilidad se empie/a a presentar 
euando el valor de K es tal que el diagrama del lugar geomctrico de 
las raices alcanza al eje imaginario, La inestabilidad relativa de un 
sistema se puedejuzgar por la proximidad de sus lugares geometri 
cos de las raices a 1 eje imaginario, un sistema con lugares gcomclri- 
cos de las raices mas alejados del correspondiente a otro sistema es 
relalivamente mas es table (figura 9.27). 

I,a intmduccion deun cero en el semipiano izquierdo del piano a 
mejora la cstabilidad relativa de un sistema debido a que este incrc- 
menta los angulos de las asintotas y dc esta manera, mueve ios luga- 
rcs geometri cos alcjandolos del eje imaginario. El angulo de una 
asintota es 


Imaginario 


Al incrementar este 
valor se incrementa 
la estabilidad relativa 


X- 




10 


Real 


Figura 9.27 Estabilidad relativa 


n 


n - m 

donde »es el numero de polos y //;, el numero de ceros. Al iiicremen- 
Lar m, cuandu n> ni t el angulo se acerca a n/2 y asi hace los lugares 
geometricos paralelos ai eje imaginario* Cuando los lugares gcome- 
tncos son paralelos al eje entonces no existe valor dc K para el cual 
se da como resultado la inestabilidad. La introduction de un polo ex¬ 
tra ticnc cl cfccto contrario. 

Un sistema dc orden superior sera mas complicado que los sisle- 
mas antes estudiados. Sin embargo, si se ticnen polos o ceros mas 
cercanos al origen qne otros, estos dominaran el comportamiento di- 
namico del sistema y, de esta manera, solo con su frecuencia y factor 
de amortiguamiento relativo a menudo scran suficicntcs para descri- 
bir el comportamiento del sistema, Las raices mas cere anas a l origen 
del piano s'se denuminan raices dominantes. Existe una dominancia 
razonable si el cociente de las partes reales de las raices es mayor o 
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casi 5. La funcion dc transferencia y. por lo tanto, el analists de los 
iugares geometricos tie las raices se puedc simplificar considerando 
solo las raices do min antes. 

Para llustrar el concepto de raices dominantes, curisidcre un siste- 
ma con una funcion de transferencia en lazo cerrado dc 


G(s) - 


__5 

(5 + 0(5 + 5 ) 


Las raices son -1 v -5. La respuesta del sistema a un impulso unitario 


(s + \)(s + 5) 

0 i; . = 5x0.25(c" ] ' -e“ 5r ) 

Por lo general, el termino se puede despreciar cn comparacion 
con el termino <?~ lf de modo que la respuesta es, cn efecto 

* 5 x 0-25 e~ ]! 

Para obtener esto como solucion sc requiere un sistema con una fun¬ 
cion de transferencia de 


G(s) = 


5x0,25 
(5 + 1) 


El polo 5 = -1 es, de este modo, cl polo dominante. Sin embargo, en 
general cl numcrador sc modifies para que prevalezca la misma sali- 
da en estado cstablc. Este cs cl valor de G(s) cuando s = 0, es dear, 1. 
Por lo tanto, la aproximacidn mas usual es 


Imaginsrio 



Real 


Ejemplo 6 

6 Cual cs la frecuencia angular natural y el factor de amortiguamien- 
to re 1 ativo para un sistema que tiene una funcion dc transferencia cn 
lazo ccrrado con una ecuacion caracteristica dc 

5“ ~r 2i’ + 4 

Respuesta 

Las raices de la ecuacion caracteristica cstan dadas por 

~2 ± Id 

2 

y sun, de este modo —1 ± jV3. Por lo tanto, la raiz -1 + j V3 formaun 
triangulo rectangulo con una hipotenusa o) r y catctos dc longitud 1 y 
■\3 (figura 9.28), y asi 

a)\ =o l +co z 
o) 2 n = l 2 + 1.7 2 = 4 


Figura 9.28 Ejemplo 6 
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Por lo tanto, a) tl = 2 rad/s. El factor de amoitiguamiento relativo es el 
coseno del angulo 0, y asi 

£ =CO3 0 

Ejemplo7 

Un sistcma tiene una funcidn dc transferencia en lazo abierto dc 

G 0 (s) = --- 

(s + 2+Ms + 2-j2) 

c?) Esbozar el diagrama del lugar geometrico dc las raices. 

b) ^Cual es /) la frecuencia angular, if) el factor de amortiguamien- 
to relative, ///) cl tiernpo de Icvantamienro y iv) el tiempn de 
asentamiento para 2% para K =10? 

c) El sistema produce un error en cstado cslablc quo se sugicre eli- 
minar mediante la inclusion dc un bloque con una funcion dc 
Iransfcrcficia de 1 /.yen la travectoria directa. ^Cual sera ahora el 
diagrama del lugar geometrico de las raices? 

d) ^Cual sera el tiernpo de asentamiento dc 2% modificado cuando 
£-10'? 

£?) ^Como afecta la modificacion a la estabilldad relativa para 
K = 10? 

Respuesia 

a) Siguiendo los pasos antes expucstos para trazar nn diagrama del 
lugar geometrico de las raices: 

1 El sistcma ticnc rcalimcntacion unitaria y, de esta manera, 
la funcion de transferencia del sistcma cs 

G'(4) =- — - 

(s + 2 + j2)(i + 2- ]2) + K 
La ecuacion caraclcristica cs, por lo tanto 
ts + 2 + j2)(.f + 2-j2)+A:=0 

2 Cuando K = 0 la ecuacion caracteristica se convierte en 

(s + 2 + j2)(j + 2 - j2) = 0 

Los polos on lazo abierto estan de esta manera, en -2 ± j2. 
No hay ceros. 

3 La ecuacion es de segundo grado y, a si, sc ticnen dos luga- 
res geometricos, 

4 No hay porciones de los lugares geometricos de las raices 
sobre el eje real. 

5 Los angulos de las asintotas seran, debido a que n - m - 2, 
rr ,/2 o 90°, 

6 La intersecciuri dc las asintotas con el eje real sera 

(-2+j2) + (-2-j2) _ 0 
2 

7 Cualesquicra puntos de interseccion dc los lugares gcome- 
tricos con cl eje imaginario se pueden determinar haciendo 
s’ = jaj cn la ecuacion caracteristica. Esta da por rcsultado 

(jfl>+2 + j2)(j«>+2-j2)-^ = 0 
-0) 2 + j 4d) + 8 + A" =0 
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Imaginario 



Figura9.29 Ejemplo 7 


Por lo tanto, al igualar las partes imaginarias se obtiene 
0) -0 y, al igualar las partes reales, K = -8. De este rnodo, 
los lug arcs geometricos no cruzan el eje imaginario, pues- 
to que solo se esta interesado cuando sc presentan con los 
valorcs positives de AT. 

8 Debido a que los lugares geometricos no tocan el eje real 
no hay puntos dc desprendimiento. 

9 Solo se tiene un par de polos complejos y no hay ceros. Los 
angulos de partida del lugar geometrico en K = 0, desde un 
polo complcjo, sc determman mediantc la ecuacion de ar~ 
gumento [6] y si ses un pun to sob re el lugar geometric o de 
las raices muy cercano a (-2 + j2). Puesto que a ] = 90° cn- 
tonces el angulo al polo (-2 - j2) o a , esta dado por 

(a 2 + 90°) = ± multiplo impar dclSO 3 
Por lo tanto } a 2 = 90°, 

10 La figura 9,29 muestra el diagrama complelu del lugar 
geometrico de las raices, 

b) Cuando K = 10 la ecuacion caracteristiea se convicrte en 
(j + 2 + j2)(i--r2-j2) + 10 = 0 
la cual se convierte en 



0 La frecuencia angular se puede obtener con la ecuacion [9] 
o.)l =o 2 +or 
co: =2 : ^(V14) 2 


Por lo tanto, <D n = 4.2 rad/s, 

if) El factor de amortiguamiento relativo se puede obtener me- 
diante la ecuacion [10] 

2 

5 — cos <p - — =0.48 
4.2 

Hi) El tiempo de levantamicnto esta dado por la ecuacion [12] 
eo mo 




= 0.42 s 


iv) El tiempo dc asentamiento de 2% se puede obtener con la 
ecuacion [11] 



e) Los lugares geometricos de las raices para la funcion de transfe- 
rencia modificada sc pueden obtener siguiendo los pasos ex- 
puestos al inicio del capitulo: 

1 El sistema tiene realimentacion unitaria y, de esta manera, 
la funcion de transfcrcncia del sistema es 
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G(s) = _ K _ 

5(j-f2 + j2)(j + 2-j2)+A: 

Asi, la ecuacion caractcristica es 

j(j + 2+ j2)(s + 2-j2) + A>0 

2 Cuando K = 0 la ecuacion caracteristica se convierte en 

s(± + 2 + j2)(.S’ -i- 2 — j2) = 0 

De esta manera, los polos en lazo abierto son 0, y -2 ± j2. 
No hay eeros. 

3 La ecuacion es de tercer grado y, por lo tanto, hay tres lu- 
gares geometricos. 

4 Las porciones de los lugares geometricos de las raices so- 
bre el eje real son desde 0 hasta infinito. 

5 Los anguios dc las asintotas seran (pueslo quo n- m = 3) 
jt/ 3 o 60°, 3 jt/3 o 180° y 5nf 3 o 300° 

6 El punLo de intersection dc las asintotas es 

0 + (-2 + j2) + (-2 ~ j2) _ 4 

3 3 

7 Cualquier punto de interscccion de los lugares geometri¬ 
cos con el eje imaginario se puede obtener haciendo s = jco 
en la ecuacion caracteristica, lo cual da eomo resultado 

}Q)(}CQ + 2 + j2)(ja> + 2 - j2) + A =0 
-jo> 3 - 4co 2 + j8o> + K= 0 

Por lo tanto, al igualar las partes imaginarias se obtiene 
- co 3 -tSoj = 0y al igualar las partes reales, 4or \ K =0 
y, asi. co - ±2.8 y K = 32. 

8 El punto de desprendimiento se determina a partir de la 
ecuacion caracteristica, la cual cs 

s(s 2 + j2)(i’ + 2 — j2) -H iC = 0 
Esta sc puede simplificar a 
s 2 + 4s 1 +Ss + K=0 

K = —A’ 3 - 4 s 2 - 8.v 
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Figura 9.30 Ejemplo 7 


No hay punto de desprendimiento sobre ei eje real. 

9 Los angulos de pailida de los lugares geometricos en K - 0 
desde los polos complejos se determinan mediante la ecua¬ 
cion de argumento [6] y si ses nn punto sobre el lugar geo¬ 
metrico de las raices muy cercano al polo -2 +■ j2. 

i 135° i 90°) = ± multiplo impar de 180° 

— 225° — g j = ±180° o ±540° 

For lo tanto.a, =45°o315° 

10 La figura 9.30 describe el diagrama completo del lugar 
geometrico de las raices. 

d) Cuando K = 10 la ecuacion caracteristica se convicrtc en 
+ j2)(U + 2 - j2) + 10 - 0 
la cual sc convicrtc cn 

i 3 +4r + 8s+ 10 = 0 

Debido a que estas raices estaran sobre los lugares geometricos 
en la figura 9.30, una de las raices dc la ecuacion debe estar so¬ 
bre el eje real y las otras dos deben ser complejas. Las raices son 
-2.4 y -0.8 ± L9j. 

El tiempo de asentamiento de 2% se puede obtener mediante la 
ecuacion [11] 



De este modo, al introducir el termino 1/5se incrementa cl tiem¬ 
po de asentamiento. 

e) Con K = 10 el sistema original da a = -2 y con la modificacion 
esta es -0.8, For lo tanto, la estabilidad relativa se ha reduddo. 
Una forma de resolver esto, asi como reducir el tiempo de asen¬ 
tamiento sera reducir el valor de K. 


Ejemplo 8 

Un sistema en lazo cerrado tiene tres polos y ningun cero. a) ^Que se 

puede decir acerca de su estabilidad y b) como se puede mejorar su 

estabilidad relativa? 

Respuesta 

a) Los angulos de las asintotas scran nl\ 3,t/ 3 y, 5;r/3 y dc cstc 
modo interceptara en algun valor de ganancia con el eje imagi- 
nario. Asi. en dicho valor de ganancia el sistema se hace inesta- 
ble. 

b) La estabilidad relativa se puede mejorar al agregar un cero. Esto 
dara entonces asintotas en angulos de nil y 3 ti/2. Ningun a de las 
cuales dara intersccciones con cl eje imaginario; por el contra- 
rio, dara lugares geometricos paralelos a ese eje y, de esta mane- 
ra semejora la estabilidad del sistema. 

Ejemplo 9 

Un sistema tiene una funcion de transfercncia en lazo abierto de 



Problemas 223 


K = 9 

- *-1 ► I 

-6 -5 -4 


Figura 9.31 


Problemas 


G G) = K 
.?(.? + 6 ) 

^Cual cs la ganancia cuando hay a) amortiguamiento criti co. h) un 
factor de amortiguamiento relativo de 0.6? 

Respuesta 

La funcion de transference en lazo cerrado del si stem a sera 

C (.v) = •-—- : 

s(s -T- 6) 4- K + 6i’ 4- K 

For lo tanto, las raices son 

-6±V36-4i: 


= -3 + jV^-y 


\ 


Imagirtario 

-h 


\ 

V, - 5 

\ 

\ 

\ 

\ H 
cos <\> - C.6/V 
- 14 :. ' 


-1 


Ejemplo 8 


Real 


a) El amortiguamiento critico sc presenta cuando la parte imagina- 
ria de las raices cs ccro, cs decir, cuando K - 9=0. De este 
modo, K =9. 

h) El factor de amortiguamiento relativo csta dado por la ccuacion 
|8J coino 

fr = o 
O) (| 

Lste sistema ticnc unacrconun valor dc 3 y, dc csta mancra, para 
t - 0.6 se tiene que 0) yi = 5 rad/s. Pero de la ecu ad on [10] se tiene 


y asi 


(o: = o~ + o) ~ 


or =5^ -3" 


y, por lo tanto, cu = 4 rad/s. Este es el valor de la parte imaginaria 
de las raices. De csta mancra 


4 - VAT -9 

y asi, K = 25. La figura 9.31 muestra el diagrama del lugar geo- 
met rico dc las raices. 


Esbozar los lugarcs gcomctricos dc las raices para los sislcmas 
dc la figura 9.32 y para si stem as dc segundo orden cstablcccr cl 
valor de la ganancia A" para la cual los sistemas esian criticamen- 
te amortiguados. 

Esbozar Jos diagramas dc los lugarcs gcomctricos dc las raices 
para los sistemas que tienen las siguientes funcioncs dc transfe- 
rencia en lazo abierlo c idcmificar polos, ceros, asintotas y pun- 
tos de desprendimiento. 

K(s + 2) 


«) 


b) 


c) 


(s + \)(s + 3)(s + A) 

K(s-5) 

(5 + 2)(.s’ + 4 + j3)(\ + 4 - j3) 
K 

(s + l)(iri + 9.y + 25) 
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s' + 5 + 4 


/,Cuales son las frccuencias angulares natural es y los factores de 
amoniguaniiento relativo para los si sterna s que tienen fun ci ones 
de transferencia en lazo eerrado con ccuaciones caractensticas 
de: 

a) 5"+45-16. 

b) r +65 + 12. 

c) .r+2i’ + 10. 

^Cnales son los tiempos do asentamiento dc 2% y los tiempos de 
1 evantamlento para un sistemaque tiene ima funcion de transfe¬ 
rencia en lazo abierto de 


A" 




cuando a) K = 4 y b) K = 16? 

Un sistcma dado por la funcion dc transferencia en lazo abierto 
K 

(5 + l){5 : +95 + 25) 


Figura 9.32 Probiema 1 modifica al incluir en la trayoctoria directa un elemento adi- 

c ion a 1 con la funcion de transferencia (s 4 2), es decir. un ccro en 
-2. 0 Qml es cl cfccto de este sobrc la estabilidad relative del sis- 
tema? 

6 f\Cual es la ganancia para un sistcma que tiene una funcion dc 
transferencia en lazo abierto de 

G, {s) = - 

-n-v-r3) 


cuando se tiene a) amortiguamiento critico y b) un factor de 
amortiguamiento relativo de 03? 

7 Esbozar el diagram a del lugar gcomctrico dc las raiccs y calcu- 
lar la ganancia para a) amortiguamiento critico y b) un factor dc 
amoniguaniiento relativo de 0,6 para un sistcma que tiene una 
funcion de transferencia en lazo abierto de 
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IntrodUCCion Este capitulo sc relaciona con la seleccion dc la forma apropiada del 

controlador para una planta en un sistema de control en lazo cerrado 
y la determination de los parametros kloneos para ese controlador. 
El controlador es un elemento en el sistema en lazo ccrrado que tiene 
como entrada la senal de error y produce una salida que sc convierte 
en la entrada al elemento corrcctivo (vea cl capitulo 1), La relation 
entre la salida y la entrada al controlador con fi ecuencia sc denumina 
' ley de control Existen tres formas dc died a ley: proportional inte¬ 
gral y derivativo, y son las que se estudian en estc capitulo, En algu- 
nos sistemas es nccesano mejorar el desempeno del controlador, lo 
cual sc logra al introducir en el sistema de control elementos adicio- 
nalcs denominados compensadores. Esta alteration en el desempe¬ 
no se denumina compensation. 


Control proporcional 



Figura 10.1 Control proporcional 


Con el control proporcional la salida del controlador cs directamente 
proporcional a su entrada; la entrada es la senal de error, e, la cual cs 
una funcion del tiempo. De esta manera 

Salida = K v o [1] 

donde K p es una constante Wamada gananciaproporcional La sali¬ 
da del controlador depende solo dc la magnitud del error cn cl instan- 
te en el que se considera. La funcion dc transfcrcncia, G c {s) para el 
controlador es, por lo tanto 

V c (s) = K ? [2] 

El controlador es. en efccto, solo un amplilicador con una ganancia 
constante. En cierto tiempo, un error grande produce una salida 
grande del controlador. La ganancia constante. sin embargo, tiende a 
existir solo sobre cierto rango de errores que se conoce como banda 
proporcional Una grafica de la salida contra cl error seria una linca 
recta con una pendiente dc K p cn la banda proporcional (figura 
10 . 1 ). 
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Hs comun cxpresar la salida del controlador como un porcentajc de 
la posiblc salida total de cste. De cste modo, un 100% de cambio en 
la salida del controlador corresponds a un cambio en el error desde 
un extremo a otro de la banda proporcional. A si 


Error 


0 


Ticmpo 


K n 


100 

banda proporcional 


[3] 


Galida del 
controlador 


Tiempo 


Figura 10.2 Sistema con control 
proporciona! 


Debido a que la salida cs proporcional a la entrada, si la entrada al 
controlador es un error cn la forma de un e seal on, entonces la salida 
cs tambicn un escalon, y es exactamentc una version a esc ala de la 
entrada (figura 10.2). Esto cs provisto por el controlador si opera 
dentro de su banda proporcional. 

El control proporcional es sencillo de aplicar en csencia solo se 
requiere alguna forma de amplificador. Este podria ser un atnplifica- 
dor clectronico o un amplificador inecanieo en forma de palanca 
(vea mas adelante en cste capitulo); el control proporcional es dc la 
forma que describe la figura 10.3. El resultado cs una funcion dc 
transfcrencia cn lazo abierto de 


Controlador Pianta 



Figura 10.3 Sistema con control 
proporcional 


G a (s) = K 9 G p (s) t41 

donde G ( 5 ) es la fun dun dc transference de la pianta. 

La principal desventaja del sistema cs que cl controlador no intro¬ 
duce un termino l/so integrador cn la trayectoria directa. Esto signi- 
fica quo si el sistema fuera de tipo 0, entonces el controlador no cam- 
biaria y sesuiria siendo de tipo 0 con los consecuentes errores en 
estado estable (vea el capitulo 7). El controlador no introduce nue- 
vos ceros 0 polos al sistema, solo determina la ubicacion dc los polos 
en lazo ccrrado. Esto se debe a que la funcion de transfercncia en 
la/.o cerrado cs con el controlador, y la rcalimentacion unitaria cs 


G{s) = 


K p G ? (s) 

\+K p G p (s) 


y, de esta mancra, la ecuacion caracteristica (1 + A p G p (y)) ticne los 
valores de sus raices afcctados por K ? . 


Ejemplo 1 

Si la pianta de la figura 10.3 ticne una funcion de transfercncia de 


y se usa con control proporcionab ^cual sera a) cl tipo dc sistema, b) 
los errores en estado estable cuando se usa con /) una entrada esca¬ 
lon, if) una entrada ramp a? 


Re spues la 

a) El sistema tendra una funcion de transfercncia cn lazo abierto de 
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<wo = 


s(il 1) 


Dc cstc inodoj cl sistcma cs dc tipo 1. Vca el capitulo 7 para ma¬ 
yor delalle. 

h) f) El error en estado cstablc, esta dado por (vea capitulo 7) 


C, 


- lim 

j >o 


s 


1 


l + (7 0 Cv) 


(s) 


donde, para una entrada cscalon 0 { ( s ) = 1/5. Asi 


e. 


- lim 

5—>0 


1 +[KJs(s + [)].s 


= — = 0 

X' 

Asi, para una entrada escalon un sistema dc tipo 1 tiene un 
error en estado estable cero. 

ii) Para una entrada ramp a, la entrada es 1 is 2 y el error en cstado 
cstablc cs 


e, 


- lim 


1 _1_ 

1 4- [Alp/ 5(5 + 1)] j 2 



Control integral 



Figura 10.4 Control integral 


Con cl control integral la salida del controlador es proporcional a la 
integral de la senal de error e con cl tiernpo, es deeir, 


Salida - K ; f edt 
1 Jo 


[5] 


donde ATj es la eonstante denominada ganancia integral. Esla liene 
unidades de 5 -1 . La figura 10.4 inucsIra que pasa cuando el error es 
de la forma de un cscalon. La integral entre 0 y i es, dc hccho, el area 
bajo la grafica del error entre 0 y t. Asi, debido a que despues de que 
el error coniienza, cl area sc incrcmcnta cn una razon regular, la sali¬ 
da del controlador se debe incremental' en una razon regular. La sali¬ 
da cn cualquicr tiempo es, entonces, proporcional a la acumulacion 
de los efectos de los errores pasados. 

Al tomar la trausformada deLapalce de la ecuacion [5] daporre- 
sultado la funcion de transferencia, para el controlador integral, dc 

salida ( 5 ) _ K ; 
e(s) s 

Asi, para cl sistema de la forma que se iluslra cn la figura 10.5, cl 
control integral da una funcion de transferencia dc la trayectoria di¬ 
recta dc (/fj fs)G p (s) y, por lo tanto, una funcion de transferencia cn 
lazo abierto de 




[ 6 ] 
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Controtadar Plania 



Figura 10.5 Control inleyral 


Una ventaja del control integral es que la introduction de un ter- 
minosen el dcnominador incrementa cl tipo de sistema en 1. De esta 
manera, si el sistema hubicra sido dc tipo 0, cl error en cstado establc 
que sc habria presentado cort la entrada escalon desapareceria cuan- 
do se presentara el control integral. Una desventaja del control inte¬ 
gral es que el termino (5 — 0) en el denominador significa que se ha 
introducido un polo en el origen. Puesto que no se introducen ccros, 
la diferencia entre el numcro dc polos n y de ceros m se incrementa 
en 1. Una consecuencia de lo anterior es que los angulos de las asin- 
totas de los lugares geometricos de las raices decrecen, es decir, es- 
tas apuntan mas hacia el semipiano dcrecho del piano sy, de este 
modo, se reduce la estabilidad relativa. 

, ft 3 vT 

Aneulos de las asintotas = ± -, —-, etcetera. 

" n-m n-m 




Ejempio2 

Si la planta de la figura 10.5 tiene una funcion de transferencia de 


G P (*) = 


1 

5(5 1 1) 


y se usa con el control integral, ^cual sera a) el tipo de sistema, b) los 
errores en estadu estable cuando se usa con /) una entrada escalon, ii) 
una entrada rampa y c) como se compara la estabilidad con la que se 
presentaria si hubicra control proportional (como en el cjemplo 1)? 


Respues ta 

a) El sistema tendra una funcion de transferencia cn lazo abierto de 


G 0 (s) = 


Kj 

S 2 (s + \) 


For lo tanto, el sistema es de tipo 2, Vea el capitulo 7 para mayor 
detallc. 

b ) i) El error en estado estable, e ss , esta dado por (vea el capitulo 7) 


e,. t . - lim 
h0 


l + G 0 (s) 


0i (■<) 


donde, para una entrada escalon 0- (s) = 1/5. Asi 


e* = lim < s 


I 1 + ^j AU(s + 1)p 


QO 

De este modo, para una entrada escalon un sistema de tipo 1 
tiene un error en estado estable cero. 

/*) Para una entrada rampa, la entrada es 1 / 5 2 y el error cn esta¬ 
do estable es 


: lim < s 


w0 I l + [/fi/i- 2 (j + l)].s 2 
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oo 


De esta manera, para una entrada rampa hay un error en esta- 
do estable cero, lo cual mejora la situacion del cjcmplo 1, 
donde se tenia un control proporcional. 
c) Para la situation del control proporcional del ejemplo 1 el siste- 
ma tenia una funcion de transference de 


Imaginario 


Control 

proporcional 



-1 -0.5 

r 

! o i 


a) 



G(s) = V [J(5 + 1)] —S- 

1+^'p/[.v(.? + 1)] s(s + l) + K p 
La ecuacion caracteristica es de esta mancra 
V +i + ^p =0 

El arreglo de Routh (veasc el capltulo 8) para cste es 



.S' 1 1 

K 9 

Eii la primera columna todos los terminos son positives, si K v es 
mayor que 0. 

Para la situacion del control integral cl sistema tiene una funcion 
de transfcrencia de 


G(s) = Kj /[a ~ 2 (j + 1 )] = Kj 

l + A"i/[5 3 (i'+l)] J 3 (i + 1)+A r ; 
La ecuacion caracteristica es, entonces 
5 3 +J 2 I K‘ X 


El arreglo de Routh (vease el capitulo 8) es 


1 0 

1 K x 

Ki 


De este modo, un cambio de control proporcional a control inte¬ 
gral, en esta instancia, da por resultado la inestabilidad. La figu- 
ra 10.6 muestra los diagramas del iugar geometrico de las raices 
para las dos situaciones: diagramaa) con el control proporcional 
y b) con el control integral. 


Control proporcional La reduction en la estabilidad relativa como resultado de usar el 

integral control integral se puede resolver, como una extension, inediante el 

control proporcional integral (PL figura 10.7). Para tal combination 
la salida del coiilrolador es 

Salida = K D e + K. f edt 
r Jo 


[8] 
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Figura 10.7 

o — 

Error 


Salida del 
controlador 


Figura 10.8 

integral 


Control proporcional integral 


Controlador G c (5) 



_ La figura 10.S ilustrael tipo de salida del controlador que sc prcscnta 

jjempo con dicho sistema cuando exisle una cnlrada de error tipo escalon. 

A1 tomar la transformada de Laplace de la ecuacion [8] se obtie- 
ne una funcion de transference, salida(i , )/e(.?) J para el controlador PI 
de 



^ Debido 
[ a la accidn 
I integral 
j Debido 
a la accion 
proporcional 


Tiempo 


G c C0 = Kp+ — 

5 

_sK p +K { 
s 

K^s + jK./K^)} 


Control proporcional 


s 


(K p !K l ) sc dcnomina cons (ante dc tiempo integral , r i . De esta ma- 
nera 


G c (s) = 


X p [^^(l /Tj )] 

S 


[9] 


Rn consecuencia, la funcion de transference de la trayectoria directa 
para el sistema de la figura 10.7 es 


G 0 {s) 


s 


[ 10 ] 


De esta manera, mediante el uso del control PI sc adicionan un cero 
cn —(1 /t |) y un polo enO. El factor 1 Avincrcmenta el tipo de sistema 
en 1 y elimina la posibilidad de un error en cstado estable para una 
entrada esealon. Debido a que se introducen un nuevo polo y un nue- 
vo cero, la diferencia entre cl numcro de polos n y numero de ceros m 
permanece sin cambio. Asi, los angulos de las asintotas para los lu- 
gares geometricos de las raices no cambian. 

, 71 3 71 

Angulos de las asintotas = ±-, —-—, etcetera. 

n - m n - m 

Sin embargo, cl punto dc interseccion de las asintotas con el eje real 
se mueve hacia cl origen y, cn consecuencia, sc presenta cicrta re¬ 
duction en la esLabilidad relativa 

, , ., sum a de polos - suma de ceros 

Punto de interseccion ---—-- 

n - m 

Adicionar el polo en 0 y el cero en s - -(1 ir j) da por resultado que el 
punto de interseccion cambia por +(1 ) i{n - m) a la derecha y se 

hace mas positive y cercano al origen. Sin embargo, la reduction en 
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la estabilidad rclativa no cs tanto como lo cs con el control integral 
solo. 

La posicion del cero que se introduce esta determinada por la ga- 
nancia integral, K : , cs deeir, esta se determina mediante la constante 
de tiempo integral, r ; . La ganancia propureional, K , determina las 
posiciuries de los polos en lazo cerrado (vea la seccidn sobre control 
proporcional al principio del capitalo). 

Ejemplo 3 

Si la planta de la figura 10.7 tiene una funcion de transferencia de 


O p (s) = 


1 

S'^ + l) 


y se usa con control proporcional integral, ycual sera a) cl tipo de sis- 
tema, b) los err ores en estado es table cuando se usa con /) una entra- 
da escalon, //) una entrada rampa y c) como se compara la estabili¬ 
dad con la que se presentaria si se tuviera i) control proporcional 
(como en el ejemplo 1), *7) control integral (como en el cjcmplo 2)7 
La constante de tiempo integral es 2 s. 


Rc.spuesta 

a) El sistema tendra una funcion dc transferencia en lazo abierto 
segun la ecuacion [10] como 

/f ,_ ^pt + U/riMGpfs) _ A' p 0 + 0.5) 

Lr (> (SJ — - - 

A S-(v-l) 


For lo tanto. el sistema cs de tipo 2. Vea el capitulo 7 para mayo- 
res detalles. 

b) i) F2 error en estado estabie, e ss , con una entrada escalon es ccro 

para un sistema de tipo 2 (vea el ejemplo 2), 
ii) Para una entrada rampa un sistema dc tipo 2 da un error en 
estado cstablc ccro (vea el ejemplo 2). El sistema cs, de esta 
manera, mejor que al que sulo se aplica control proporcional 
e igual que al que solo se aplica control integral. 

c) Para la situacion del control proporcional integral el sistema tie¬ 
ne una funcion de transferencia dc 


‘ Sj \+K ? [s + Q/r i )]G p {s)fs 

* p [s + 0-5][lAfo + I)]/j 

l + £ p [s + 0.5][lA<s + l)]/s 
p [d + 0,5] 

(5 + 1)4- K p (s + 0.5) 

La ecuacion caracteristica cs, entonces 

V + U +a' p 4-+o.5a: |) =o 

El arreglo de Routh (vea cl capitulo 8) cs 
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Figura 10.9 Ejemplo 3 


. 3 nr k v 

s 2 1 0.5K V 

s l 0 .5K p 

s° Q.5K p 

En la primera columns todos los elcmentos son, positivos si 
0 5K es mayor que 0. La adicion del control proporcional al 
control integral rcsulta cn una restitucion de la estabilidad. La fi¬ 
gura 10.9 ilustra cl diagrams del lugar geometrico de las raices 
para el sistema. Este se deberia comparar con el diagrama del lu¬ 
gar geometrico de las raices de la figura 10.6 cuando los contro - 
les proporcional e integral estan separados. Al compararlo solo 
con el control proporcional, la estabilidad relativa se reduce y 
con cl control PI, las asintotas estan mas cercanas al eje imagina- 
rio. pero comparado solo con el control integral el control PI ha 
empujado los lugares geometricos de las raices hacia la izquier- 
da en cl piano v 


Control derivativo 


Tiempo 


Tiempo 


Figura 10.10 Control derivativo 


Con la forma dcrivativa del controlador, ia salida del controlador cs 
proporcional a la razon dc cambio con el tiempo del error e, es decir 

Salida — ["] 

d t 

dunde K d es la ganancia dcrivativa y tiene unidades de s. La figura 
10.10 muestra que pas a cuando hay un error dc entrada ramp a. Con 
el control derivativo, tan pronto como la serial dc error inieia puede 
haber una salida del controlador muy grande, puesto que esta cs pro¬ 
porcional a la razon de cambio de la scnal de error y no a su valor. De 
estc modo puede proporcionar una accion corrcctiva grande antes de 
que se presente un error grande en realidad. Sin embargo, si el error 
es constante, entonees no hay accion corrcctiva, aun si el error es 
grande. Ash el control derivativo es insensible a senates dc error 
constantes o que varian con lentitud y, en consecuencia, no se usa 
solo, sino combinado con otras formas de controlador. 

Al tomar la transformada de Laplace de la ecuacion [11] re- 
snlta, para el control derivativo, una fun cion de transference 
salida (s')/u(-0 

C'(s) = K iS [ 12 ] 

Por lo tanto, para cl sistema en lazo eerrado que muestra la figura 
10.11, la presencia del control derivativo produce una fimeion dc 
transference cn lazo abierto dc 


O^S) 


GAs) 


0 C (s) 




A,| sG p (y) 

1 + K d sG p (s) 


[13] 


Si la planta es de tipo 1 o mayor, entonees la aplicacion dc la accion 
derivativa es para can cel ar una s en el denominador y asi redueir el 
orden en 1, No obstante, como antes sc menciono, la accion dcrivati¬ 
va no se usa sola sino solo cn conjunto con otra torn 1 .a. dc contiola- 


Figura 10.11 Conbo! derivativo 
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dor. Cuando se usa aecion de control se logra que la respuesta 
sea mas rapida. 

Existen dificultades en la implantacion de una ley de control dcri- 
vativa, por lo que en la practica se obtiene una aproximacidn ine- 
diantc el uso de un compcnsador de adelanto (vea mas adelante en 
este capitulo). Este tienc una funcioii de transferencia de la forma 
K(s + z)/(s + p), con p> z. 


Control proporcional 
derivativo 


Figura 10.12 Control proporcional 
derivativo 


Si el control derivativo se usa con el control proporcional (figura 
10.12), entonces la fund on dc transferencia en lazo abierto se con- 
vieile en 

G 0 (s) = (K p +Kts)G p ( S ) 

Co( j ') = ^d[0' T d) + ^pW [14] 

donde r d = A" p / K d y se denomina cons!ante de ttempo derivativa. 
Con esta forma de control se ha introducido un cero en s- — 1 /r d . 
Tampoco habra cambios en el tipo de sistema y. por lo tanto, en los 
errores en estado estable. 


ControlacJorG c (5) 



Ejemplo 4 


Si la planta del sistema de la figura 10.12 tiene una funcion de trans¬ 
ferencia de 


O p (s) = 


1 

x(5 + l) 


y se usa con el control proporcional derivativo, ^eual sera a) el tipo 
de sistema, h) los errores en estado estable cuando se usa con /) una 
entrada escalon, ii) una entrada rampa y c) cual es la condieion para 
la estabilidad? La constante de tiempo derivativa cs dc 2 s. 
Respuesta 

r?) El sistema ten dr a una funcion de transferencia en lazo abierto 
dada por la ecuacion [14] como 

(.9) = K d [(1 /T d ) + *]G p (5) = ^' ? + Q - 5) 

Por lo tanto, el sistema es de tipo 1. Vea el capitulo 7 para mayo- 
res detalles. 

h) i) El error en estado estable, e, x cs cero para una entrada esca- 
lon con un sistema de tipo 1. Vea el capitulo 7 y cl ejemplo 1 
en este capitulo. 
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Flgura 10.13 


Control PID 


Smaginario 


--4 

U.b 


—-- 

u Real 


Ejemplo 4 


if) Para una entrada rampa, 0j (s) es 1 is 2 y el error en estado cs- 
table es 


t' s , - lim 

.S '—>0 


1 + C U (5) 


e„ = lim < s 


OAs) 


1 


o| l + [A d (* + 0.5)/*(s + l)]^ 


1 

~0.5X d 

Pucsto que (1 /r d ) = 0.5 =K p /K d entonces 
1 

eiS = K , 

c) Para la situacion del control proporcional derivativo el si stem a 
tiene una funeion de transfercncia de 
K d (s + 0.5)GJs) 

(j ( s) — - 

l-A: d (^U.5)G p (i-) 

Vi (a + 0.5)[l/s(s + l)] 

■l + ^ 1 (5 + 0.5)[l/I(.^l)] 

K t (.9 +0.5) 
i(i’ + 1) --K’d (.v + 0.5) 

La ecuacion caracteristica es entonces 
+ (1 + K d )s~Q.5K d - 0 

El arreglo de Routh (vea cl capitulo 8) para cste sistema es 


/S 1 0.5A d 

5 1 1+A d 

5 U 0 .5K d 

En la primera columna todos los terminos son positivos y el sis- 
tenia es estable si K d es positive. La flgura 10.13 nruesira cl dia- 
grama del lugar geometrico de las ralccs para el sistema. Esto se 
deberia comparar con cl diagrama de la flgura 10.6 cuando cl 
control proporcional y el integral estan por separado. 


El contro 1 ador proporcional integral derivativo (PID), mejor conoci- 
do conio controlador de tnes tenninos, con un sistema dc la lorma 
que ilustra la flgura 10.14 dara una salida, para una entrada dc error 
e, de 

Salida = K p c+ f^dZ+Aj — [15] 

La funeion de transference, salida (j-)/e(-v), del controlador es, de 
esta manera 


[ 16 ] 
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Figura 10.14 Control PID 


Controlador (s) 



Debido a quc la constantc dc tiempo integral, r i , es K 9 /K i y lacons- 
lanle de tiempo dcrivativa. r d , K d IK pi la ecuacion [15] scpucdccs- 
cribir como 


6' c (j) -K p \ 1 + j 

P! v 'Oj 


■p 

'v 

r 


G,(j) - K \ 1 + — +r d .v 


i 

T i s J 


[17] 


La fun cion de transferencia en lazo abierto para el si stem a de la 
figura 10.14 es 

( i 0 

G 0 (s) = G c (j)G p (.v) -KJI+— + r d .s (7 (s) 


G 0 W- 


K (TiJ + l + T;r d s‘)Gp(j) 


[18] 


De este modo, el controlador PID ha incrementado el numero dc cc- 
ros cn 2 y el numero de polos cn 1. Tambien cl factor 1 is incrementa 
el tipo de sistema en 1. En la ecuacion anterior se supone que se ha 
empleado un difcrcnciador ideal, En la prac-tica, como se indico an¬ 
tes en este capitulo, se usa un compensador de adelanto. 


Ejemplo 5 

Si la planta en el sistema de la figura 10.14 tiene una funcion dc 
transferencia de 


y se usa control PID, ^cual sera a) cl tipo de sistema, b) los errorcs cn 
estado estable cuando se usa con /) una entrada esealon. if) una entra- 
da rampa, c) las posiciones de los polos y ceros en lazo abierto y d) la 
condition para la estabilidad? La constantc de tiempo derivativa es 
dc 0.5 sy la constantc de tiempo del integral, dc 2 5 . 

Respuesta 

a) El sistema tendra una funcion de transferencia en lazo abierto 
dada poi la ecuacion [18] como 
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fmaginario 



Figura 10,15 Ejemplo 5 


Ajuste de las ganancias del 
controlador 


Real 


G 0 (s) 

GJs) 

G 0 (s) 


K p (T i s + \ + Tj d s 1 )G p (s) 
z,s 

K p {s l +2s + l)G p (s) _K p (s 2 +2s + \) 
2 ■? 2j 2 (j + 1) 

*p(* + l) 

2r 


De esta manera cl sistcma cs dc tipo 2. Vease d capitulo 7 para 
mayores detalles. 

h) i) El error eii eslado estable e es cero para una entrada escalon 
con un sistcma de tipo 2. Vease el capitulo 7 y tambien el 
ejemplo 2 en este capitulo, 

ii) El eiTor en estado estable es cero para una entrada rampa 
con un sistcma dc tipo 2, Vease el capitulo 7 y tambien el 
ejemplo 2 en este capitulo, 

c) La funcion de transferencia en lazo abierto del inciso a indica 
que el sistema tieneun cero de -1 en lazo abierto y polos de 0 y 0. 
Lino de los polos originalcs ha sido cancelado por un cero intro- 
ducido por el controlador. 

d) Para la situacion del control PID ; el sistema tiene una funcion de 
transferencia dc 


G(s) - 


/c p (s + i)/2r 

1 + K p (s + l)/2.r 2 
*> + 1) 
2-S 2 +^,(s + l) 


De cstc modo, la ccuacion caractcristica es 
2V + K p s + K p =0 

El arreglo de Routh (vease el capitulo 8) para este sistema es 


2 K p 

K r 

Todos los term in os dc ia primera column a son positivos y el sis¬ 
tema es estable si K p es positiva. La figura 10.15 ilustra el dia- 
grarna del lugar geometrico de las raices para el sistema. 


Ei uso del control proporcional solo requiere la clcccion dc una va¬ 
riable: la ganancia proporcional. K , para que el sistema de control 
lenga el coinporLamiento dinaniico requerido. El uso de un controla¬ 
dor PI requiere la sclcccion de dos variables: la ganancia proporcio¬ 
nal K p y la ganancia integral, K ;. Con un controlador PID se deben 
selcccionar tres variables: la ganancia proporcional, K , la ganancia 
integral, K- , y la ganancia derivativa, . La sclcccion dc cstas va¬ 
riables permite localizar los polos y ceros que introduce el controla- 
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Figura 10.16 Curva de reaction de 
proceso 


V 

TD 

tu 

E 


1C 

<U 

03 



dor a ser determinados y, por lo tanto. afcctan la cstabilidad del siste- 
ma de control, 

Para describir el proccso de seieccion de los mejores valores para 
el controlador sc usa el termino sintonizacion . Existen varios meto- 
dos para lograrlo* pero aqul solo se cstudiaran dos metodos, los dc 
Ziegler y Nichols. Ambos metudos se basan en experimentacion y 
anaiisis, estos son recctas dc cocina utiles que sc usan con mucha 
frecuencia. El primer metodo a menudo sc denomina metodo de la 
curva de reaccion del proceso , El procedimiento con este metodo 
consiste en abrir el lazo dc control de modo que no se presenten ac- 
ciones de control. En general, la ruptura del lazo sc huee entre el con 
trolador y la uni dad de correccion, Se upHca, entonces, una senal dc 
prueba a laumdad de correccion y se determina larespuesta dc la va¬ 
riable de proceso medida, es deem, la serial de error. La senal de 
prueba debera ser tan pequena corno sea posiblc. La iigura 10.16 
mueslra la forma de la senal do prueba y una repuesta tipica. La gra- 
fica de la senal medida se graft ca contra el tiempo y sc conoce como 
la curva de reaccion del proceso. 

La senal de prueba, 1\ se expresa como cl porcentaje dc eambio 
cn la unidad de correccion. La variable medida se expresa como el 
porcentaje del rango a eseala completa. Para dar el maximo gradien- 
te dc la grafica se traza una tangente, Para la figura 10.16cl maximo 
gradiente R es iVf / T. El tiempo entre la aplicacion de la senal dc 
prueba y cuando esta tangente intcrsecta el eje dc tiempo dc la graft¬ 
al sc denomina atrasoZ. La tabla 10.1 proporciona los criterion ream 
mendados por Ziegler y Nichols para los valores del controlador con 
base cn los valores dc Z\ R y Z. 






Tab I a 10.1 Criterios de Ziegler y Nichols para la curva do reaction 
del proceso 


Mudo de control 


A a 

Proporcional solamenle 

PIRL 


Proporcional - integral 

0.9 Pi'RL l/.V 

TV, 

Proporcional -r integral + derivative 

\2PiRL 1/27 

' 0.5 L 


El otro me to do sc conoce como el metodo de la ultima gun and a. 
Primero, las acciones integral y derivativa se reducer a sus valores 
minimos. La constante proporcional, A p . sc fija cn nn valor bajo y. 
en ton cos, sc incrementa en forma gradual. Esto es lo mismo que de- 
cir que la ban da proporcional se hace mas artgosta de man era gra¬ 
dual Micntras esto sucede, al sistema sc 1c aplican pequeiias pertur- 
baciones. El proceso continua hasta que se presentan oscilacioncs. 
Sc anota cl valor critico dc la constante proporcional, A p .,, en la que 
se presentan las oscilaciones, asi como el tiempo, T c , dc estas, La ta- 
bla 10.2 muestra los criterios dc Ziegler y Nichols sobre como se re- 
lacionan los valores de v T v para establecer los valores del con¬ 
trol a dor. La band a proporcional critic a cs 1Q0/A pc , 


Tabla 10.2 Criterios de Ziegler y Nichols para la ultima ganuncia 


Modo de control 

AN 

o 

V, 

Proporcional solamcnte 

0.5 K p , 



Proporcional - integral 

0.45 K ? „ 

1 . 2 / r. 


Proporcional ■ integral i derivative 

0.6 A p " 

2.0//; 

7y S 


Ejemplo 6 

Determinar los valores que deben toner A' , K- y A d requeridos para 
un controlador de tres modos. a partir de la curva de rcaccion del 
proceso de la iigura 10.17 cuando la sehal de prueba fuc un 6% dc 
cambio en la posicion dc la valvula dc control. 



Ticmpo desde e! irsicio de la serial de prueba an s 
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Realimentacion de 
velocidad 


Respites! a 

Sc dibuja una tangentc en la parte dc max im o gradiente de la grafica 
que da un atraso, X, de 150 s y un gradiente, R, de 5/300 = 0.017 %/s. 
For lo tanto 

K = -2.82 

11 RL 0.017x150 

K, = — = ——= 0.0033 s -1 
2 L 2x150 

K a =0.5I = 0.5x150=75s 

Ejemplo 7 

Cuando sc sintonizo un controlador de Ires modes cn un sistema de 
control, modi ante el metodo dc la ultima ganancia, sc encontro que 
las oscilaciones inieiaban cuando la banda proporeional dcerecia 
hasta un 30%. Fas oscilaciones ticncn un periodo de 500 ,y. ^Cuales 
son los valores apropiados de K p . K■ y K j ? 


Respues t a 

El valor critico de K pc es 100/banda proporeional critica y 5 asi, 
100/30 = 3.33. De esta mancra, con base en los eritenos de la table 
10 . 2 , 


K p = 0.6K pc =0.6x3.33=2.0 

K : = — = = 0.004 s _i 

T r 500 


t; = 5oo 

8 8 


= 62.5 s 


En muehos sistemas sc involucra el posicionamicnto dc algun obje- 
to 3 por ejemplo, el brazo de un robot; en este caso, el icquerimiento 
cs que el sistema responda. con rapidez a los errores y no producir ex- 
cesivas oscilaciones, o sobrepasos. Esto se puede lograr incorporan- 
do dentro del lazo principal de realimentacion una trayectoria de 
realimentacion mcnor que introduzca lo que se denomina realimen- 
racion de velocidad, termino quo describe un lazo dc realimentacion 
donde la serial que se alimema de regreso no es el valor de la salida 
si no la razon de cambio con el tiempo de la salida. Para esta reali¬ 
mentacion la salida de la trayectoria de realimentacion se rekieiona 
con su entrada mediante 

Salida = 75 ,%° [19] 

di 

y, dc esta man era, la trayectoria de realimentacion tienc una funcion 
de transferencia de 

H(s) = K v s [20] 

K v es una constante, la ganancia de realimentacion, eon unida- 
des de s. 
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Controtador Plants 


Figura 10.18 Sistema con realirnentacion 
de velocidad y posicion 



Realirnentacion de posicion 


El tcrmino de realirnentacion de posicion sc usa en circunstancias 
en las que se reahmenta el valor de la salida. Estos terminos surgen a 
partir del uso primario de sistemas de control para controlar la posi¬ 
cion dc algun objeto; la realirnentacion de posicion es, entnnees, una 
medida de la posicion del objeto y la realirnentacion de velocidad, 
una medida de la velocidad del objeto. La figura 10.18 mucstra un 
sistema con ambas formas dc realirnentacion. En estos sistemas la 
fund on de trail sfcrcncia en lazo abierto es 



a) 


1 +G f (s)K v s 


y la fun cion de transferencia en lazo cerrado cs 


G(s) = 


1 +G p (s)K v s + G p (s)G Q (s) 


[ 21 ] 


[ 22 ] 


El efecto de la realirnentacion de velocidad ha sido el introducir un 
tcrmino G (s)K v s en el denominador y, de este modo, en la ecna- 
cion caracteristica. 

El efecto de esto sepuede veralconsiderarunejemplo. Considere 
un sistema con control proporcional, ganancia y una planta con 
una funcion de transferencia l/j(s + a). La funcion de transferencia 
en lazo abierto es 


3 - K v a/ 2 Imaginario 


2 

Corriiniento 
debido a ta 
retroafimentacibn 
de velocidad 

2 

-^-L 



Incremento en 
la frecuencia 
angular para el 
mismo factor de 
amortiguarmlento 
relative 


3+ K v 


/ 

Reduccibn del 
angulo tp increments 
el cos y, poi lo lanlu, 
el factor de 
amortiguamiento 
rclativo 




0 


Real 


b) 


Figura 10.19 El efecto de la 
realirnentacion de velocidad: 
a) sin , b) con realirnentacion 
de velocidad 


K n fs(s a) 

=- p — -— 

1 + K v . s/s(s + a) 


s(s 4- a) + K v s 


s(s + a + K V ) 

La realirnentacion de velocidad modifica el denominador y, por lo 
tanto, la posicion de las raices en lazo abierto. Las rakes, las cuales 
estaban enOy en a en ausencia de la realimeiHaciun de velocidad, es- 
tan ahora en Oy -(a + A\, ). La figura 10.19 ilustra cl efecto sobre el 
diagrama del lugar geometrico de las raices. Como consecuencia de 
la realirnentacion de velocidad sc mejoro la estabilidad relativa, se 
incremento el factor de amortiguamiento rclativo para la misma fre¬ 
cuencia natural angular y la frecuencia natural angular se incremen¬ 
to para el mismo factor de amortiguamiento relative. El sobrepaso 
en porcentaje es (ecuacion [33] del capitulo 3) 
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241 


exp 


-5 


x 100% 


Ld+ 2 . 

Dcbido a quc £ = cos (j>, entonces 
—cos (b 

Sobrepaso = exp —, x 100% 


i 2 

^ 1 - COS 

4> 

-COS0 

Ixl 


= exp 


A si el sobrepaso en porcentaje es 

Sobrepaso = exp (-1/tan <p) x 100% [24] 

El efecto de incluir la reaiimentacion de velocidad es reducir (p para 
un valor particular de la frecuencia natural angular. Esto significa 
una reduccion en la tan (j> y, en consecuencia, un decremento en el 
sobrepaso en porcentaje. 

Ejemplo 8 


Un sistema en lazo cerrado ticne un controlador proporcionaf de ga- 
nancia K pi una planta de funcion de transference 


0 ? (s) 


1 

5(5 + 1) 


y una reaiimentacion de posicidn unitaria: a) ^Que ganancia propor- 
cional se requiere para que la frecuencia natural angular sea dc 
2 rad ! s? ( b) ^ f Cual es el factor de amortiguamiento relativo en esa frc- 
cucncia? c) Si sc introdujcra la reaiimentacion de velocidad como cn 
la figura 10.18, ^cual seria la ganancia de velocidad ncccsaria para 
que el factor de amortiguamiento relativo se duplique para la misma 
frecuencia angular? 


Imaginario 



Respuesta 

El diagrama del lugar geometrico de las raices sin la reaiimentacion 
de velocidad y con esta se muestra en la figura 10.19. 

a) La funcion de transferencia en lazo abierto para el sistema es 


G 0 (s) = - p 


5(5 + 1 ) 

I .as raices en lazo abierto estan en 0 y -1. La funcion de transfe¬ 
rencia en lazo cerrado es 

V*. i) 

i+A: p /i(i+i) s(s+\) + k t 
Esta tiene la ecuacion caracteristica 


Las raices de esta ecuacion son 
V p - = -0.5±j^ 


-0.25 


Figura 10.20 Ejemplo 8 


2 
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li'naymaeio 



1 + K, -1 1-h K, 0 

2 


Figura 10.21 Ejernplu 8 


Compensacion 


For lo tanto, la frccucncia natural angular, oj n , es (figura 10.20) 

<o\ -0.5 2 + (^ p -025 J 

Asi, para oj n = 2 rad/s, entonces K p =4,0, 
h) El factor de amortiguamiento relative, es cos <p y, por lo tanto, 
segun la figura 10.20 



Real 


c) 


Con ia real imentac ion de ve loci dad la fun cion de transference a 
cn lazo abierto se convierte, como antes se indico mediante la 
ecuacion [23], en 


Cn(«) = - 


S(J+1+^J 

De esta manera, los polos en lazo abierto so convierten en 0 y 
-(1 -r ). El diagrama del lugar geometrico dc las raices, en¬ 
tonces, sc convierte como mnestra la figura 10.21. Entonces 


£ =CQSt 


gd +*V> 


Pucsto que oj n pcrmanccc sin cambio cn 2 rad/s y £ cs cl doblc 
de 0.25, entonces 


(1 + K v ) = 0.5 x2 
y asi, K v = I. 


Eos compensadores sc pueden definir como componcntes insertos 
cn cl si sterna de control para aumentar el desempeno del control a- 
dor. Si se considers que el controlador va a tener como base nn con- 
trolador proporcional, entonces. como ejemplo, se puede considerin' 
que un controlador PI va a scr un controlador proporcional con un 
compensador integral. Cuando el eompensador sc incluyc cn la tra- 
yectoria directa del lazo de control se dice entonces que este va a ser 
un compensador en cascada, De esta manera, el compensador inte¬ 
gral es el compensador integral en cascada. El efecto de incluir un 
compensador se trato al inicio en cste capitulo, lo quo tendra princi¬ 
pal men te una mejora respecto a los errores en esta do e stable y una 
reduccion cn la cstabilidad. 

Los compensadores se usan para mejorar el desempeno v para 
moldear al lugar geometrico de las raices. Asi, cl compensador inte¬ 
gral introduce un polo en el origen y, de este modo, cambia la posi- 
cion y forma de los iugares geometric os dc las raiccs (vea las figuras 
10.6 y 10.9 como ejemplos de esto). Las dos formas mas comunes de 
compensadores cn cascada ticncn ia funcion de transfcrcncia 


G z (s) = 


K(s+z) 


[25] 


(.? + P ) 

cuando z> pse conoce como compensador de atraso en cascada, y 
cuando z< p, como compensador de adelanto en cascada. De esta 
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Pucsto quc la intersection de las aslntotas con el eje real schamo- 
vido de -0.5 hasta -3.5 existc una mejora cn la cstabilidad rclativa. 


Implantation de las leyes de 
control 


R, 


n I-** 


>- 


--_?r 


Figura 10.23 Amplificador operational 
en configuracion inversora 


En sistemas do control electricos con frecuencia se usan amplifica- 
dores operacionales eomo la base para generar las leyes de control 
requeridas. La figura 10.23 muestra la forma basica dc dicho ampli- 
ficador cuando dste se conecla como si fueia a usarse como un am- 
plificador inversor R1 amplificador ticnc dos entradas, conocidas 
como la entrada inversora (--) y la entrada no inversora (+). Para 
usarse como amplificador inversor, la entrada sc conceta a traves de 
un resistor, R { , a la entrada inversora del amplificador v la entrada 
no inversora se conecta a tier: a. Una trayectoria dc realimentad on 
esta provista por cl resistor R 2 . El amplificador opera c ion a 1 tiene 
una ganancia grande en lazo abierto, del or den de 100 000 o mas, y el 
cambio en su voltaje de salida esta limitado, cn general, en alrcdedor 
de ~10 V. Para producir esa salida con csta ganancia, cl voltaje dc 
entrada debe cstar entre 0,00001 V y -0.00001 V. Este es virtual- 
mente cero y, asi, el punto X esta virtualmentc a un potencial dc tie- 
rra. Per esta razon a ese punto sc 1c llama tierra virtual. La diferencia 
de potencial a traves dci^ es fj - ty. por Io tanto, el potenciul de en¬ 
trada, Pj, se puede considerar como cl voltaje a traves de R { y, de 
csta mancra 


El amplificador operacional tiene una imped and a dc entrada muy 
alta y dc esta mancra virtual mente no fluye corriente hacia su inte¬ 
rior a traves del punto X. Por Io tanto, la corriente, I [t fluye solo a 
traves de R-,, Puesto que X es la tierra virtual, y debido a quc la dife- 
renda de potencial a trac es de R 2 es Jy ™ P 0 , entonccs la diferencia 
de potencial a traces de /? 2 sera virmalmente -V. r Por lo que 


-f-'o=V<2 

Fun cion dc transfcrcncia = i-A - 


[26] 


Asf la funcion de transfcrcncia csta delertriinada por los valores re¬ 
latives de R 2 y Jfj. El signo negativo irulica que la salida esta inver- 
tida, es decir, desfasada l80 Q respecto a la entrada. 

Como indica la eeuaeion [26], cl amplificador operacional inver¬ 
sor ticnc una ganancia de - R 2 !R \ . El signo menos sc puede climinar 
pasando la salida a traves de otro amplificador operacional inversor, 


R, 

dZZh 







<> 




Figura 10.24 Controlador proporciorial 


■o 
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pcro csta vcz uno en el que R 2 = R] y asi tenga una ganancia de -1. 
La corn binac ion (figura 10,24) es, entonces, un control color propor- 
cionul cun 


Se puede producir un controlador integral si el resistor de reali- 
mentadon se reemplaza por un capacitor (figura 10.25). Para un ca¬ 
pacitor, la ccuacion [20] del capitulo 2 da por resultado 

v = — f i d t 

C J 


Figura 10.25 Controlador integral 



Do este mudo 


V(s) = 


m 

Cs 


y asi, la impedancia Z. csta dada por 


Z(5-) = i- [28] 

Para cl circuito con amplificador operacional con cl capacitor cn la 
realimentacion, la ecuacion basica [26] se puede escribir como 


Fund on do Iran s forcncia - - 


Z, 

Z 


L29J 


Puesio que Z { (s) -R { y Z 2 (s) = 1 /Cs; entonces 


Funcion de transfcrencia = -- 

R^Cs 

Cuando el circuito se combina con otro circuito con amplificador 
operacional de funcion de transference -f como mucstra la Figura 
10,25, da por resultado 


Funcion de transference = 


(1 !R X C) 


s 


[30] 


y, porlo tamo, esun controlador integral conA'j = (1 !R X C). La figti- 
ra 10.26 describe como se puede adaptar el circuito para dar un con¬ 
trolador PL Para este circuito 


Z,(s)=R, i — 
“ Cc 
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Figura 10.26 Conlrolador PI 



y, dc csta manera 


Funcion dc transfcrcncia = Rj ~ ' X>Cs = L. + 2Uh£l 

R, R, s 


[31] 


conA^ p =R 7 /R ] y K; =1/R ] C. 


La figura 10.27 muestra cbmo sc pucdc producir un controlador 
derivative. Para el amplificador operacinnal con capacitor y resistor 
cn la linea de entrada se tiene, segun la ecuacion [29], Z 2 = R-> y 


Z, (s) = R { 



R J Cs + 1 
~Cs 



Figura 10.27 Controiador derivotivo 


Diferenclador 


Inversor 


Dc estc inodo, la ccuacion [29] da por resultado 

R Cs 

Funcion dc translcrcncia = ---- 

R { Cs-i 

A) combi nar cstc circuito con uno que lenga una funcion de Iransfe¬ 
re nei a de --1 da eonio resultado 


Funcion dc translcrcncia = ——■-— 
R,Cs + \ 


[32] 


A si, el circuito tiene una ganancia dcrivativa, K d dc R 2 C. La figura 
10.28 muestra como se puede modificar el circuito para obtener un 
controlador PD. 

La figura 10.29 ilustracomo sepueden combinar los circuitoscon 
amplificadores operacionales del controlador PI y el controlador D 
para producir un controlador PJD. La funcion dc transfcrcncia cs. 
cntonces 
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c . + , - R 2 R 4 C 2 s 

Funci on de transference = — + --—— +--—-— [33] 

7? j .V R j C 2 i T "I - 1 

con K p =R 2 IR i ,K { =1 /R ] C ] y K d =R 4 C ? . 


Figura 10.29 Controlador FID 


Integral 
R ? C, 



La forma neumaliea de los control adores prop ore ional, integral y 
derivativo se usa cn di versos si stem as de control dc procesos. La fi- 
gura 10.30 muestra la forma basica de un controlador proporcional 
neumatico. Cuando la presion del proceso iguala la presion del pun- 
to de ajuste, el arreglo tobera-aleta produce la salida correspondiente 
a un error cero. Cuando la presion del proceso cambia de este valor, 
la aleta gira y cambia el espacio entre la aleta y la tobera. El resultado 
cs un cambio en la presion de salida. Esta presion cambia hasta que 
Jos fuelles de realimentacion cjcrccn una fuerza para balancear a 
aquella debida a los fuelles del proceso. 

La fuerza debida a la difercncia de presion entre el punto de ajuste 
y los fuelles del proceso es (P p - P s )A lt donde P p cs la presion del 
proceso y P s es la presion del punto de ajuste. A l es cl area efectL 
va dc los fuelles, se supone que para ambos es la misrna area. 
El momento de rotacion alredcdor del pi vote de esta fuerza es 
(P p - P s )A t cf l3 donde dj cs la distancia del punto dc aplicacion de 
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Dcsplazamicnto do la aicia 



esta fuerza a partir del punto del pivote. La fuerza debida a los fue- 
lles de realimentacion cambia de la que se presenta cuando las 
presioncs del punto de ajuste y la del proceso fueran igualcs a 
(F sal - P 0 )A 2 > donde/^j es la presion de salida y P Q , el valor que te¬ 
nia la presion de salida cuando no habia error. A 2 es el area efectiva 
de los fuellcs de realimentacion, LI momento de rotacion alrededor 
del pivote dc csta fuerza es (P sai - P 0 )A 2 d 2 , donde d 2 es la distancia 
de su punto de aplicadon a partir del punto del pivote. El cquilibrio 
se presenta y la aleta se detiene cuando 

OCi ~ p 0 ) A i d z =( jD P - p i) A \ d \ 

>’ asi 

Cambio en la presion de salida = P sal - P 0 = K p (P p - P s ) [34] 

donde K p es la constants dc proporcionaiidad igual a A x !A 2 d 2 . 

La figura 10.31 describe la forma basica de un controlador pro- 
porcionai integral neumatico. Una diferencia eri la presion eiilre los 
fuelles del proceso y del punto de ajuste produce un movimiento de 
la alcta. Esto cambia la presion de salida y la de los fuelles dd pro- 
porcional. El resultado es un movimiento de la alcta hasta que el mo¬ 
mento dc rotacion, debido a la fuerza que cn los fuellcs del propor- 
ciunal, se balance a a aquella que resulta dc la diferencia de presion 
entre los fuelles de proceso y del punto de ajuste. Mientras esto ocu- 
rre, los fuelles dd integral se afectan en forma ligera debido a! tienv 
po de retardo que introduce la restriccion. Sin embargo, a medida 
que los fuellcs dd integral sc acercan lentamente a la presion de sali¬ 
da, se mueve la aleta y, en esta forma, cambia la presion de salida. 
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Figura 10.31 
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Controlador PI neumatico 


Punto de ajuste Proceso 



La figura 10.32 muestra la forma basica del controlador propor- 
cional derivative neumatico. La restriceibn en el suministro de a ire a 
los fuelles del proporcional significa que cate no puede responder 
con rapidez a los cambios cn la presion del aire. De este modo, cuan- 
do la alela sc mueve eomo consecuencia de una diferencia de presion 
entre los fuelles del punto de ajuste y los cambios en los fuelles del 
proeeso, al escaparse el aire dc la tobera. El cambio consccucnte en 
la presion dc salida es un cambio muy rapido debido a que la restric- 
cion impidc que los fuelles del proporcional res pond an con rapidez. 
El resultado es un cambio proporcional a la razon dc cambio en la di¬ 
ferencia de presion entre los fuelles del punto dc ajuste y los del pro- 
eeso. Con el tiempo los fuelles del proporcional responden y tiene 
lugar un cambio adicional que es proporcional a la diferencia dc pre¬ 
sion entre los fuelles del punto de ajuste y los del proccso. La rcstric* 
cion cn la linca hacia los fuelles del proporcional es, cn general, va¬ 
riable puesto que esta determina el valor dc K D * 

La figura 10*32 se convierte cn un controlador P1D si en el punto 
X sc introduce una constriction variable, la cual introduce el elemen- 
to integral al que se ref ere cn la figura 10*31. 


1 Un si stem a realimentado tiene una funcidn de transfercncia de la 
trayectoria directa de 

1 


*v(.r +3*i’U’5) 
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Figura 10.32 


Controlador PD neumatico 



y realimenlacion unitaria. ^Cual sera cl error en estado establc 
con una entrada rampa unitaria si a) en la trayectoria directa, sc 
introduce un controlador proporcional con ganancia 4, b) en lu- 
gar del controlador proporcional se usa unn integral con cons- 
tante de tiempo de 2 s? 

2 ' Que ccros y polos sc introduccn en un sistema realimentado si 
en la travcctoria directa sc introduce un controlador PI con una 
ganancia proporcional de 4 y una consLante de tiempo integral 
dc 2 s? 

3 Un sistema realimentado tiene una funcion de transfercncia cn 
lazo abierto de 

G q {s)= S+ - - 

v(.v + l)(s + 2) 

^Cuanlo se movera el punlo de interscccion de las asintotas de 
los Jugares geometricos de las raices con el eje real si sc introdu¬ 
ce un controlador Pi con una constantc de tiempo integral dc 5 $ 
y una ganancia proporcional dc 27 

4 Un sistema realimentado ticnc un control proporcional derivati¬ 
ve con una plan La que tiene una funcion dc transfercncia en lazo 
abierto 

1 

s(s + 2) 

Seleccionar los valores de K^ y K de modo que el sistema ten- 
ga una frccucncia natural angular de 0.5 rad/s y un factor de 
amurtiguamiento rclativo dc 0.7. 

5 IJn controlador PID sc usa para controlar una planta con una 
funcion de transference de 

1 


s(s -f 3 + j!)(.? + 3 - j 1) 
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Si el eontrolador PID ticnc una constantc dc ticmpo integral do 
4 s y una conslante de tiempo derivativa de 1 s, <,cuales seran los 
ceros y los polos en lazo abierto del si stem a de control? 

6 Determ inar los valores idoneos de K . y K d requeridos para 
un eontrolador de tres modos que tiene una curva de reaction 
del proccso con un rctraso, L, de 200 s y un gradient^ R * de 
0.010 %/s cuando la serial de prueba fue un cambio dc 5 % cn la 
entrada unitaria de correction. 

7 A1 sintonizar un eontrolador de tres modos mediante cl nictodo 
de la ultima ganancia se eneontro que las oscilacioncs iniciaron 
cuando la banda proporcional se incremento a 20 % y estas to¬ 
man un periodo de 200 s. ^Cuales son los valores apropiados 
para K p ,K, v A.,? 

8 Describir los efeetos en un sisterna de control al mcluir a) un 
control proporcional, h) un control integral, c) un control pro¬ 
porcional integral, d) un control proporcional derivativo y e) un 
control proporcional integral derivativo. 

9 Explicar que significa rcalimcntacion dc vclocidad y explicar la 
razon para usar dicho termino. 

10 ^Cual es el valor maximo de K s el cual dara las eondiciones de 
cstabilidad para el sistema que mucstra la figura 10.33 con reali- 
mentacion dc velocidad y de position? 


Figura 10.33 Problema 10 



11 t,Cual es el efecto en la intersection de las asintotas con el eje 
real del diagram a del lugar gcomctrico dc las raiccs y, por lo tan- 
to, la cstabilidad relativa al introducir a) un compensador de 
adelanto con una funcion de transfereneia de (s + 2)/(a + 3), 
b) un compensador de atraso con una funcion de transfereneia de 
(s -F 3)/(s t + 2) en la trayectoria directa de un sistema realimenta- 
do que ticnc una funcion de transfereneia cn lazo abierto de 

l/[s(s + l)P 

12 Esbozar los diagrarnas del lugar geometrico de las raiccs para un 
sistema realimentado que tiene una funcion de transfereneia en 
lazo abierto dc 


G 0 (s) = 


K 

(* + 3)(* + 5) 


cuando a) sin coinpcnsar, b) con un compensador de adelanto 
con una funcion de transfereneia de ( 5 + l)/(.$+2), c) con un 
compensador de atraso con una funcion de transfereneia dc 
(s + 2)/(.s + l). 

13 Explicar como se puede usar un amplificador operational para 
producir las formas de control proporcional, integral y derivati¬ 
vo. 
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Funcion de transference 


En cl capitulo 6 sc considers la salida de sistemas sujetos a una en- 
trada impulso, escalon o rainpa. Este capitulo ampli'a dicha conside¬ 
ration al caso cuando la entrada es senoidal, Micntras que cn ran¬ 
chos sistemas de control no es posible encontrar nomialmcntc una 
entrada senoidal, csta cs util como entrada de prueba debido a que la 
forma en la que el sistema responde a ella es una fuentc de informa- 
cion muy util para auxiliar en el analisis y riiseno de sistemas. 

El term i no respuesta en frecuencia se define como J a respuesta cn 
estado estabJe de un sistema a una entrada senoidal; la respuesta se 
monitorea sobre un intervalo de frecuencias. La respuesta cn estado 
estable es la que pcrmanece despucs de que todos los transitorios ban 
decaido a cero. Existen varias teenieas para analizar los datos de la 
respuesta en frecuencia, En este capitulo se estudiaran dos de ellas: 
la de Bode y la de Nyquist. 


Si a un sistema lineal se aplica una entrada senoidal, la salida cs tain- 
bien una senoidal y de la misma frecuencia. La salida puede diferir 
de la entrada en amplitud y en fase. El cociente de la ainplitud de la 
salida entre la amplitud de la entrada en general se conoce como 
magnitude aunque algunas veces sc denomina razon de amplitud o 
ganancia. El corrimicnto de fase de la senoidal de salida en relation 
con aquel de la senoidal de entrada se denomina fase. I.a variation 
de la magnitud y la fase con la frecuencia se denomina respuesta en 
frecuencia del sistema. 


La funcion de transferencia G(s) de un sistema en general se puede 
representar mediante 


G(„v) = 

(s- P] )(s-p 2 )-..{s P„) 


[ 1 ] 


donde K es la ganancia; z l ,z 2 ,... z m , los ceros del sistema, y p ] , 

los polos, habiendo m ceros y n polos. De este modo, pucsto 
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que G(j) cs d cociente de la salida cntrc la entrada. cs deed, 
( 7 ( 5 ) ™ 0 o {s)!0 { (s\ entonces la salida esta dada por 

0 o (s) = K( ' S ~ Z> )(j ~ ■ ( J ~ ) g, (s) [2] 

(s-p,)(s-p 2 )...(s- p„) 

De esta manera, si se considera una entrada senoidal 

0- - a sen 0)t 

donde a es la ampiitud de la entrada y (0 la frecuenda angular en 
rad/s, entonces 


1 w 2 2 

+or 

y la eeuacion [2] se conviertc en 

> ^"*•^ 1=7 ra 

(s-p^is-p z )...(s-p„) s MX) 1 

Esta eeuacion se puede solucionar usando fraccioncs pardales y ob- 
tener una relation de la forma 


0 o (s) = terminos transitorios +terminos en estado estable 

Los terminos transitorios desaparecen con el tiempo. De esta mane¬ 
ra, si solo se tiene intercs en el estado estable, la solution que se ob- 
tiene es 


0 o = a | <7(jo>) [sen{co/ + <p) [4] 

La salida en estado estable es senoidal con la misma frecuencia an¬ 
gular (o que la entrada. | GQw) | es la magnitud de la funcion de irans- 
ferencia G(s) cuando s se rccmplaza por yo, La funcion <7(jtu), la 
cual se obtiene al reemplazar spot ](d en G(s\ se denomina funcion 
de respuesta en frecuencia, De la misma manera que se hablo de 
G(s) en el dominio dc j(vca cl capitulo 4) se puede hablar de G(jaj) 
siendo la funcion de transference G(x) en el dominio de la frecuen¬ 
cia. G(jft)) se puede encontrar al reemplazar todos los valores dc sen 
G(s ) por j a) y, asi, reordenar la expresidn para obtenerla en la forma 
que permite separar las partes real e imaginana y, por lo tanto, iden- 
tificar la magnitud y la fase. 

Considere la funcion de transfcrcncia 


C(s) = — 

s + 2 

Si se hace s = jw entonces 

G(jw) = —!— 
j oj 4- 2 

Si el numerador y el denominador de la expresion anterior se multi- 
plican por (-j (0 + 2), entonces 
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Imaginario 



Figura 11.1 Un numero complejo 


-}(o + 2 2 }0) 

G(joj) = ^-= —--- 

or +4 o)+4 0) +4 


Esta ecuacion proporciona la fund on de transfer end a en frecucncia 
como un numero complejo en la forma x + jy. For lo tanto, la rnagni- 
tud, G(jo>) | (vea la nota al final de esta seed on), es 


|G(jcu)| = 



w 


OJ 2 +4 


2 


|GCkB)|=-j== 

Vft) 2 + 4 


y la fase tj> esta dada por 


tan (j> = 


Q)/(a) 2 + 4) 
2/(« 2 +4) 


OJ 

~2 


Puesto que el termino y cs negativo y el termino x, positivo, enton- 
ces la tan0 es negativa y, de este modo, <p es d angulo mediante d 
cual la salida se atrasa respecto a la entrada. 

Lo que se presenta a eontinuacion es un breve recordatorio acerca 
de los numeros complejos, Una cantidad compleja se puerie repre- 
sentar mediante (x t jy), donde x es la parte real y y, la parte imagi- 
naria del numero complejo. En una grafica con la parte imaginaria 
como el eje v y la parte real como el eje x. la x y la y son las coordc- 
nadas cartesianas del punto que representa al numero complejo (fi¬ 
gura 11.1). Otra manera dc representarlo es en forma polar (vea el 
capitulo 9) como r{ cos</> + jsen<£), donde sobre la grafica de la com- 
ponente imaginaria contra la componente real, r es la longitud de la 
linea que une el origen con el punto que representa el numero com- 
plcjo y <p es el angulo entre la linea y cl eje x. El termino (cos<p + 
jsen^) se puede representar mediante Z0 y, de csla manera, el nu¬ 
mero complejo mediante rZ(p, donde r es la magnitud y <p, la fase del 
numero complejo. Por lo tanto, con el teorema de Pitagoras la mag¬ 
nitud esta dada por 

r-Z 2 + 7 l 5 ] 


Y la fase <p, mediante 
tan (p ~ — 


[ 6 ] 


Los signos de los terminosxy yse deben tener en cuenta al determi- 
nar la tan (p. Si las componentes yyx son positivas significaria que (p 
esta entre 0 y 90con y positiva y x negativa, <p estaria entre 90° y 
180°; con y negativa y x negativa, <p estaria entre 180° y 270°, y con y 
negativa y x positiva, <p estaria entre 270° y 360X 
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Ejemplo 1 

;,Cuales son la magnitud y fasc dc salida cn cstado cstablc dc un sis- 
tema que esta sujeto auna entrada senoidal dc 0 i -2sen (3/ +60°), si 
cstc tiene una funcion de transferencia de 

s +1 

Respues t a 

A1 reemplasar 5 por jeo se obtiene 

GQa>) --r——r 

)(0 + l 

A1 multiplicar numerador y denominador de la ecuacion por 
(—joj +1) se obtiene 

. -j4a)+4 4 \4co 

&(}<*>) = = - 

nr +1 a) + 1 nr + 1 

Por lo tanto 

r-(K> • = 4 = 

Vctf" +1 

y cl angulo dc fase esta dado por 
y 

tan <p = — = -ay 
x 

y, dado que yes negativa yx positiva, es el angulo mediante el dial 
la salida se atrasa respecto a la entrada. Para una entrada espeeifiea 
co =3 rad/s. En consecuencia 



y 

tan (p - - a) - -3 

De esta manera, <p = -72°. La salida, es de este modo 
9 0 = a |G(jw)| sen (cot + 0 + tp) 

donde a es la amplitud dc la entrada, 2 cn este caso; to es la frecuen- 
cia angular de 3 rad/s; 0, el angulo dc fasc dc la entrada, y <j >, la dife- 
rencia dc los angulos de fase entre la salida y la entrada. Por lo tanto 

6 0 =2.6 sen (3t-\2°) 

Ejemplo 2 

Para un sistcina que tiene una funcion de transferencia 



determinar a) la magnitud y fase de la respuesta en frecuencia y b) 
haccr una tabla que muestre los valorcs dc la magnitud y la fase con 
la frecuencia angular para co = 0,2,10,100, rad/s. 
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Respites! a 

a) A1 reemplazar a por jco se obtiene 
CQU) = ^— 

jtu + 2 

A1 multiplicar el riumerador y d denorninador dc la ecuacion por 
(-j 0 ) + 2) se obtiene 

C(jffi) = ~ j3a)+6 = - j-- - 

oj 2 +4 ct>" i 4 tu z + 4 

La ecuacion esta ah ora en la forma a* + jy\ Por lo tanto, seguu la 
ecuacion [5 j 

Magnitud = /* = y.v 2 -i- y 2 

jG(jw)h . 3 

x co ~ +4 

El angulo dc fase esta dado por la ecuacion [6] como 

v OJ 

tan <p = — = - — 

a 2 

y, debido a que .res negativa y a positiva, este es cl angulo de 
fase mediante el cual la salida sc atrasa respecto a la entrada. 

h) Cuando cj - 0, entonces | C()co)\ - 3/y 4 ~ 1.5. Si oj- 2 , entonces 
| GQw ): - 3/y8 - 1.06. Si w = 10,! G(jft^= 3/Vl‘04 = 0.29. Cuan¬ 
do to = 100. entonces | G(joj) \ - 3/Jl0004 - 0.03. Si eu = co en- 
tonces j G(jty) | = 3/x = 0. 

Cuando oj=Q, entonces tan0=O y, ash <p = 0°. Si co=Z 
tan (p - - ] y, <p = -45°. Cuando oj - 10. entonces, tan<p = -5y, de 
esta manera, (p = 7S.7L Si co = 100, entonces tan <p = -50 y, asi. 
<p - “88.9° Cuando co = on tan<p = -co v ep = -90°. 


CO 

0 

2 

10 too 

X 

|G(jw)| 

1.5 

1.06 

0.29 0.03 

0 

<P 

0 

”45° 

-78.7° -88.9= 

-9Q C 


Respuesta en frecuencia de 
un sistema de primer orden 


Un sistema de primer orden tiene una funcidn de transferencia de la 
forma 


dondc t es la constante de ttempo. La funcidn dc respuesta en fre¬ 
cuencia, G(Joi), se puede obtener reemplazando .s’por jau Por lo tanto 

G{j<w) = -—L— [8] 

1 + }OJ T 

Al multiplicar cl numerador y el denorninador de la ecuacion por 
(1 - jtnr) sc obtiene 
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Respuesta en frecuencia 
para un sistema de 
segundo orden 


GQa>) = - 


i - }0)T 


J 0)T 


1 -far r 1 


La ecuacion es ahora de la forma (x -f j>’) y la magnitud | C(jco) | es, 
mediants la ecuacion [5], 


Magnimd = r = y[x*+y* 

\om\=- 


Vi + or i 


[9] 


La fase, (p , esta dada por la ecuacion [6] como 


tan^- — ~-ojr [10] 

A' 

El angulo dc fasc cs la cantidad por la cual la salida sc atrasa respecto 
a la cntrada dado que el termino _yes negativo v cl a* pusilivu. 


Ejemplo 3 


La funeion dc irausferenciu para un sistema (un eire into elcetrieo 
con un resistor en serie y un capacitor a traves del cual se roma la sa- 
lida) es 


G(s) 


1 

RCs +1 


^Cual es: a) la funeion dc rcspucsta en frecuencia. v b) la 

magnitud y la fase de esa respuesta? 


Respuesta 

a) El sistema es de primer orden con una constanle de tiempo r, de 
RC. De esta mancra, la funeion de respuesta en frecuencia sera 
de la forma dada por la ecuacion [8], cs decir, la funeion de 
trails fere nci a donde j oj reemplaza a s. 


G(jo>) = 


1 

1 +j 0)RC 


b) La magnitud es } asi, de la forma dada por la ecuacion [9] 

|G(jtt>)| = , 1 _ 

Vl +oj 2 R 2 C 2 

La fase tp, esta dada pur la ecuacion [10] como 
tan <p = - ojRC 


Un sistema de segundo orden tiene una funeion de transference dc 
la forma 


G(s) 




[ 11 ] 


donde oj n cs la frecuencia angular natural y el factor dc amorti- 
guamiento relativo. La respuesta en frecuencia sc ohtiene al reem- 
plazar s por j<u De este modo, la funeion dc respuesta en frecuencia, 
G(ja>) t esta dada por 
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Respuesta en frecuencia a 
partir del patron de polos y 
ceros 


j«' 



G(j<y) = - 


0) r 


oj , 


—w + j2£co(D n -\-co 2 r 


(<"n 


■ oj") + j2 £cvcd „ 


1 _ 

[1 (a>/fl) n ) 2 ] + j2^(©/« n ) 

A1 multiplicar el numerador y el denuriiiimdor de la ecuacion por 
[l-(a)/Q) n ) z ]-}2t;(a)fa) n ) 

Se obtiene 

— 1 ~ {CO/CO n ) " CO rc ) 

tl-(«/© n ) 2 ] 2 +[2§(fl;/<a n )] 2 

La ecuacion es ahora dc la forma .v + jy y, asi, la magnitud, | <7(ja)) | 
esta dada por la ecuacion [5] coinu 

Magnitud = r = y x 2 +y 2 

1^)1 = - ,- ■! [ 12 ] 

V[l"(®/®n ) 2 ]‘ +[2«W0> n )] 2 

La fase 0, esta dada por la ecuacion [6] como 

^=l = -A ^ t<0 ") [13] 

* 1-(CJ/W n ) 2 

El signo menos indica que la salida esta atrasada rcspecto a la entra- 
da. 


La magnitud y la fase de G(ja>) se pueden encontrar a partir del pa¬ 
tron de polos y ceros para un sistema. Suponga quc sc ticnc un sistc- 
ma con una funcion de transference 

G(s) = — 

S + 1 

Este sistema tiene un polo ens = -1 (figura 11.2). Si la entrada al sis¬ 
tema es una senoidal, entonces = jco. Hsto define un punto sobre cl 
eje j (O de acuerdo con el valor de la frecuencia angular de entrada, co. 
En la figura 11.2 se ha elegido quc cu tenga el valor de 1 rad/s. La fun- 
cion de transference, entonces, se convierte en 


GQct>) = 


1 

jl + 1 


1 

V2Z45 0 


Peru -Jl es la longitud de la Hnea que corre del polo al punto s = jw y 
/45° es el angulo quc forma la linea con el eje real. De esta manera 
G(jw) es su rcciproco, es decir, (1 /V2) Z - 45°. 

En general, para una funcion dc transference con varies ceros y 
polos, cs deeir, 


G(s) = 


K(s+Zj )(s+z 2 )--(s+z m ) 
(s+ PtXs- p 2 )--'(s ! p tl ) 


Figura 11.2 
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entonces ei proccdimiento es: 

1 Graficar las posiciones de cada polo y cada cero. 

2 Marcar la posicion s = ja>. 

3 Dibujar Hncas de cada poio y cada ccro al punto s = jtu, 

4 Medir las longitudes y los angulos de cada linea. 

5 La funeiuri de respuesta en frccuencia es, entonces 
|G(jw)| = 

K x producto de las longitudes de las lineas de los ceros 
producto de las longitudes de las lineas de los polos 

ZG(jm) 

= suma de los angulos de las lineas de los ceros 

- suma de los angulos de las lineas de los polos [ 151 


Ejemplo 4 

Un si sterna tiene una funcidn de transfcrcncia 


G(s) = 


s(s + 2) 

-t- 2 s + 2 


Dcterminar la salida del sistema cuando se le aplica una entrada de 
lOsen 2t. 


Respites! a 

La fund on de trans ferenci a se puede eseribir conio 
G(s) =-^±- 0)(j + 2) - 

(5 + 1 4-jl)(.f+l -jl) 

La figura 11.3 describe el patron de polos y ceros; los ceros estan en 
i , = 0y s = -2y los polos ens= -1 + jly.v = -l - jf 

La entrada tiene una frecuencia angular de2y, de esta mancra, j co 
es +2. Las lineas se dibujan desdc este punto a cada uno dc los polos 
y los ceros.JLos ceros dan lineas con magnitud 2, angulo de 90° y 
magnitud V8, angulo de 45°; los polos dan magnitud V2, angulo de 
45° y magnitud vlO, angulo de 71.6°. De esta manera 

G( jto) = 3 XA|/ L X (90° + 45" - 45° -71.6") 

V2 x VlO 


= 1.26Z18.4° 

Asf, dado que GQ(o) = salida/cntrada para una serial scnoidal, enton¬ 
ces, puesto que la entrada eslO Z0" 


Salida -1.26 Z18.4°x 10 Z 0°= 12.6 Z 18.4 1 
= 12.6sen(2/ + 18.4°) 
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Respuesta en frecuencia Si un sistema consta de varios eiementos en serie, como en la figura 

para eiementos en serie 11.4, entonces la funcion de transference, G(s), del sistema es el 

producto de las funcioncs dc transfcrcncia dc los eiementos cn serie, 
es decir. 


Entrada Salida 1 Salida 2 Salida 



Figura 11.4 Eiementos en serie 


G(Y> = G { ( s)G 2 (s)G 3 (s’) ... etcetera. 

Por lo tanto, para la funcion de respuesta cn frecuencia cuando 5se 
reemplaza por jet) 

G(jo)) = G\ (j(o)G 2 (jct))G 3 (ja>)... etcetera. 

Pnesto qne G ] (jm) se puede representar mediante una ecuacion 
como 


y de manera similar para las otras funciones, entonces 

G{ jffl) = | G, | /0!| G 2 m | Z0 2 1G, (jffl) | z <p 3 

= |GL(jw)|jG 2 (jcy)||G 3 (j(y)|Z{0i+02 + 4>i) 

De esta manera 

] <j(ja>) | = | G] (jtu) || G 2 (jw) 11G 3 (jw) |... [16] 

y para las fases 

(p = <p l +<j> 2 +<p^ [17J 


Ejemplo 5 


^Cual cs la magnitud y la fase de la funcion de respuesta en frecuen¬ 
cia de un sistema con la siguiente funcion de transferencia? 


G(s) = 


1 

(s + l)(2s + l) 


Respuesta 

Se puede considerar que el sistema consta de dos eiementos en se¬ 
rie, uno con una funcion de transferencia de 1/(5+ 1) y el otro con 
1/(25 +1). Cada sistema cs dc primer orden y, de esta manera, el re- 
sultado obtenido para los sistemas se puede usar para cada elemento 
por separado, o la respuesta en frecuencia de cada uno de los siste¬ 
mas que se obticne de los primeros principios. Para la funcion 


<J\ 0) = 


5 + 1 


G] (jo>) = --..— 


1 _ - ')(!} +1 


}G> + 1 0) + 1 


Por lo tanto 


G,(j«0| = 


1 


slo) 2 +1 


y 


tan (p , = - to 

(j) x ~ - tan ~ 1 to 
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Para el scgundo si sterna 


G 2 {s) = 


1 

2a + 1 


Por lo tanto 


y asi 


y 


G 2 (ia>) = 


1 


\G 2 m\ = 


2joj +1 
1 


Vw 


-2 \to -H 1 

4oj 2 +1 


+ 1 


tan <ft 2 - -2a) 

(ft 2 = - tan -1 2o) 


Dc cste modo, para los dos elementos en seric, la ecuacion [16] da 
por resultado 


\G(ja>) 


: 1 ] 

1 ' 

Wcu 2 +1 J 

N V4ru 2 +1 ; 


y la ecuacion [17] 

(ft - - tan -1 w - tan’ 1 2 to 


Las trazas de Bode consisten en dos graficas: una dc la magnitud 
graficada contra la frecuencia y una del angulo dc fase graficada 
contra la frecuencia. La magnitud y la frccucncia se grafican usando 
cscalas logaritmicas. 

Para un sistema que tiene una funcion de transfercncia que invo- 
lucra varios term!nos, la ecuacion [16] indica que la magnitud resul- 
tantc cs el producto dc las magnitudes dc los elementos que la cons- 
tituyen, es decir, 

|G(jw)| = |G, (jw)||G 2 (jw)||C j( ja>)|... 

A1 tomar logaritmos base 10, la ecuacion sc convierte en 


log|G(jw)| = log|G; (jw)| + log | G 2 (jto) | + log | G 3 (joj) i [18] 

He esta manera, el trazar una grafica de log| G(jcu) | contra la fre¬ 
cuencia significa que solo se pueden sumar las contribuciones debi- 
das a los terminos de magnitud individuals. Por cjcmplo, si se qui- 
sicra obtener la traza de Bode para 


G(jw) = 


5(1 + jqj) 

2 + )to 


entonccs sc pueden graficar por separado las graficas logaritmicas 
para las magnitudes de los elementos 5, (1 + jw) y 1 /(2 + j&j) y solo 
sum arias para obtener la traza para | G(jm) |. 



Magnitud en dB 
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Es comun expresar la magnitud en unidades de decibeles (dB). 

Magnitud en dR = 20 log; G(jflJ) | [19] 

Asi, si | G(jctj) | = 2 entonees. debido a que 20 log 2 cs 20, la magnitud 
es 20 dB, 

Cuando cxisten van os elementos, la traza de fase es solo la suma 
de las fasesde los elementos per separado (ecuacion [19]). Eaescala 
de frecuencia que sc usa para ambas trazas, magnitud y fase, es Inga- 
ritmica. Esto permile a la grafica cubrirun gran intervalo de frecuen- 
ciasy tambien conduce agraficas asintoticas mediantc Hncas rectas. 

Debido a que las trazas dc Bode para un sistema sc pueden formar 
a partir de las Irazas para los elenicntos individuales, denlro de la 
funcion de transfcrencia para ese sistema, es util considerar las tra¬ 
zas para los elementos que por lo comun se cncuentran on las funcio- 
nes de transference. Con cstos elementos sc pueden formar con ra- 
pidez las trazas de Bode para una amplia variedad de sistemas. Los 
elementos basicos que sc consideran son: 


Ganancia constants 
Esto es donde 


G(s)-K 


[ 20 ] 





1 

f 

20 lo^ 0 K 

0.1 1 

10 

100 

w rad/ s 

1 

J 

f 

0.1 1 

10 

100 

o> rad/ g 


y, de esta manera 


G(ja))=K [211 

Para dicho sistema la magnitud en decibeles es 

| G(jcu) | = 20 log A [22] 

y la fase es cero. I .as trazas de Bode son, entonces, de la forma que 
ilustra la figura 11.5. La traza de magnitud es una linea recta de mag¬ 
nitud constantc. A1 cambiar la ganancia, K t la traza de magnitud solo 
recorre hacia arriba o hacia abajo cicrto numcro de decibeles. 


Un polo en el origen 
Esto es donde 


Figura 11.5 Trazas de Bode para G(s) = “ [23] 

una ganancia constante s 

y, de esta manera 

C(j W )=T = _l [24] 

]ti) 0) 

Para dicho sistema la magnitud en decibeles es 

| C(j<y) | = 20 log(l /oj) = -20 log co [25] 

Cuando oj = 1 rad/s, entonces j G(jo>) | = 0, y cuando co - 10 1 ad/s, en- 
tonccs |G(]7u)!--20 dB. Para cada decada de incremento en fre- 
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cuencia la magnitud c-ac -20 dB. La traza de Bode en magnitud es, 
asj' } una Hnea recta de pendiente -20 dB por decada de frecuencia, la 
cualpasaporOdB eno> = 1 rad/s (figura 11.6). La fase dcdicho siste- 


tan (p - 


0 


+ 90 ° 
u 

S 0 

- 90 = 


For lo tanto, p es constantc para todas las frecuencias en -90°. 


10 


100 


Figura 11.6 Trazas de Bode para 
un pofo en el origen 



rad/ s Un cero en ei origen 
Esto es dondc 
G(s)^s 

y, de esta man era 
CO^) = j a> 


[26] 

[27] 


f90 r 


^ 0,1 1 10 1C 

-90 6 L <u 

Figura 11.7 Trazas de Rode para 
un cero en el origen 


La magnitud en decibeles cs, de esta mancra, 20 log o. Asi, cuando 
o.) = 1 rad/s, entonces j G( j&>) — 0 dB, y cuando 0) =10 rad/s entonccs 
C(jw) | =20 dB, La traza dc Bode cn magnitud cs una Hnea recta dc 
pendiente -r20dB por decada de frecuencia, la cual pusaporOdB cn 
oj = 1 rad/s (figura 11.7). La fase del sistema esta dada por 

, 

tan (p — — = 

0 

Por lo tanto, la fase cs constante en90°sin considcrar la frecuencia. 


Un polo real 

Esto significa un sistema con un retraso dc primer orden, donde 

1 


G(s) = - i 
u + l 

y, de esta mancra 


G(j«) = T 


1 


1 - j on 


jwr + l 1 + cw 2 t 2 
La magnitud cn decibeles cs 

1 


[28] 


[29] 


20 log 


i i -y o 

VI + 


y el angulo de fase 
tan (j) - -cn 

Cuando a>« 1 / r, <n 2 z 2 cs dcspreciable respecto a 1 y, dc cstc 
modo, la magnitud esOdB. Por lo tanto, en frecuencias bajas la traza 
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de magnitud es una linca recta constante de valor OdB. Para frecuen- 
cias altas, cuando co » 1 / r, co 2 r 2 es mucho mayor que 1 y, de esta 
manera, la magnitud se convierte en 

20 log(l / cor) = -20 Jog ojt 

Esta es una linea recta de pendiente -20 dB por decada de frecuen¬ 
cia, la cual intercepta la recta de cero decibeles cuando cor = 1, es de- 
cir, cuando co = 1/r. La figura 11.8 describe estas trazas para fre- 
cuencias bajas y altas con sus intersecciones, las que se denominan 
panto de quiebre, frecuencia de corte o frecuencia de esquina en 
co -\/t. Las dos lineas rectas se conocen eomo apruximaciun asin- 
totica a la traza verdadera, La traza verdadera se curvea en la inter- 
seccion de las dos lineas, como muestra Ja figura 11.8. El maximo 
error es de 3 dB en el punto de quiebre. En la tabla 11.1 sc presentan 
las difcrcncias entre los valores verdadcros v los valorcs asintoticos. 


Figura 11.8 Trazas de Bode para 
un polo real 



El angulo de fase es tan -1 cor. En frecueneias bajas, cuando co es 
menor que alrcdedor deO.l/r, entonces la fase es virtualmenteOT En 
frecueneias altas, cuando co es mas de 10/r, entonces la fase es vir- 
tualmcntc -90“. Entre estos dos extremos, se puede considerar ruzo- 
nablemente que cl angulo de fase dc una linca recta, como en la figu¬ 
ra 11.8. Esta briea es una aproximacion asintotica. El maximo error 


Tabla 1 L1 Errorcs asintoticos para un polo real o un cero real 


(O 

0.1 Q/r 

0.20/r 

0.50/r 

1/r 

2/r 

5/r 

10 It 

Error en la magnitud (dB) 

-0.04 

-0.02 

-1.0 

-3.0 

-1.0 

-0.2 

-0.04 

Error cn la fase 

5.7° 

+ 2,3° 

+ 4.9° 

0= 

-4.9° 

-23 a 

+ 5.7° 


Kota; Valor vcrdadcro = aproximacion asintotica + error 
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es, suponiendo una linea recta, es 5 - l ~ °. En co = 1 / r, el punto de quic- 
bre, la fase es -45°. La tabla 11,1 muestra las diferencias entrc los 
valores verdaderos y los valores asintoticos. 

Un cero real 

Esto significa un sistema de primer orden que es un adelanto, donde 

G(s) = l + rs [30] 

y, dc esta manera 

GQa))-l + jo)t [31] 

La magnitud en decibeles es, de esta manera 

20 log Vl -aj 2 x 2 
y la fase 

tan 

En frecuencias bajas, cuando (o« 1 /t, cnlonees el tcrmino oj 2 r 2 
es insignificante en comparacion con 1 y, asi, la magnitud es una H- 
nea recta de 0 dB. En frecuencias altas, cuando co » I /r, entonces 1 
es insignificante en comparacion con el termino oj 2 t 2 y asi la mag¬ 
nitud es 20 log cor y, por lo tanto, una linea recta de pendicnte 20 dB 
por decada de frecuencia con un punto dc quicbrc cn co = 1 /r. La ±i- 
gura 11.9 muestra como estas dos Hneas, rcctas se aproximan a la 
traza de magnitud verdadcra, el maximo error seria de 3 dB en el 
purilo de quiebre. Vea la tabla 11.1 para los errores entre los valores 
verdaderos y la Hneas asintoticas. 

El angulo de fase es tan -1 wr. En frecuencias bajas, cuando co es 
menor que alrededor de 0.1 /r, la fase es virtualmenle 0 ft . En frecuen¬ 
cias altas, cuando co es mayor que alrededor de 10/r, la fase es vir- 
tualmente90°. Entre estos dos extremes en fumia razonable, se pue- 
de eonsiderar que el angulo de fase de una Hnea recta como la de la 
figura 11.9. El maximo error, suponiendo una linea recta, cs 5 f °, vea 


Figura 11.9 Trazas rie Rode para 
un cero real 





la tabla 11.1 para mayores detalles. En oj = 1 /r, el punto de quiebre, 
la fasc es 45°. 

Un par de polos complejos 
Esto es donde 


G(s) = 


OJ “ 


s 2 +2 £w n s + u)l 


y de este mode 


oj , 


G {}(!)) = -----— 

-oj 2 +j'2l coco n + m 2 n 


= —-■-;-~ 

Por lo tanto se puede escribir 


[32] 


[33] 


G(j«) 


[1 - {mlm a )']- j[2g(V»/w,,)] 
[l-(w/(o n ) 2 ] 2 +[2C(fu/(y ; , )] 2 


y, de esta mancra, la magnitud en decibeles es 

' G{ja>)! = 20 log '-!- 

1 [1 — (cu/cu n ) 2 ] 2 + [2£(u>/(u „ )] 2 

j G(j&>) | - -20log % /[l - (w / w„ ) 2 \ 2 + moj i m„ )f 


y la fasc cs 

tan 0 = 

1 -(w/coj 2 

Para (tola) n )« 1, entonces la magnitud sc aproxima a 

|G(jct>)[*-201og 10 1 = 0dB 
Para (co/oj [L )»1, cntonccs la magnitud sc aproxima a 

! G(jcu) | ~ -20log (w/<o n ) 2 


[34] 

[35] 


De esta manera, en frecuencias bajas la traza de magnitud es una li- 
nea recta enOdB, mientras que en frecuencias alias cs una linea rec¬ 
ta dc pendiente -40 dB por decada dc frccucncia. La interseceion o 
punto de quiebre de cstas dos lineas esta cn = oj n ; cstc cs cl valor 
de la exp res ion de alta frecuencia que da 0 dB y, por lo tanto, el punto 
dc interseceion con la linea de 0 dB. La traza de magnitud esta, asf 
dada en forma aproximada por estas dos lineas asinloticas. Sin em¬ 
bargo, el valor verdadero depende del factor de amortiguamiento re- 
lativo, £. La figura 11,10 ilustra las dos lineas rcctas y las trazas ver- 
daderas para varies factores de amortiguamiento rclativo diferentes. 
La tabla 11.2 presenta las difcrcncias enlre los valores verdaderos y 
los asintoticos para diversos factores dc amortiguamiento rclativo. 
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Pam (ftj/fOjj)« 1, es decir, (co/co n ) =0.2 o menor, entonces la 
fase se aproxima a 

<p - - tan “ 1 0 = 0° 

Para (at foj n )» L es decir, (to/ co n ) = 5 o mayor, entonces la fase se 
aproxima a 

0 « -tan -1 (-co) = -180° 

Cuando co = co n , entonces 
0 - - tan co = -90° 

La forma de la traza de fase depende del factor de amortigu ami onto 
relative; sin embargo, to das las graft cas pas an a traves del angulo de 
-90° en o) = co n . Se puede dibujar una asmtota que pase por el angu¬ 
lo dc -90° en co = co n , la cual corte la Hnca a0° en (w/w n ) — 0.2 y en 
-180 1 " en (oj/w n ) = 5. La tabla 11.3 contiene el error, o diferencia, 
entre los valores verdaderos y los asintoticos. 


Tabla 11.3 Lrrores asintoticos dc la fase para pares dc polos o ccros 
complejos 





o/oj n 





e 

0.1 

0.2 

0.5 

1.0 

2 

5 


10 

1 

- 11.4° 

-22.6° 

+ 1.6" 

0 

- 1,6° 

-f- 

22.6° 

+ 11.4* 

0.7 

- 8.1° 

- 16.4° 

+ 19.6° 

0 

- 19.6° 


16.4 U 

V 8.1 s 

0.5 

-5.8° 

- 15,3 C 

+ 29.2° 

0 

29.2° 

+ 

15.3 s 

+ 5.8° 

0.3 

-3.5* 

-22.3° 

4 41.1° 

0 

-41.1° 

+ 

22.3 s 

+ 3.5 C 


Not a: Valor verdadero - aproxima cion asintotica + error 


Un par dc ccros complejos 
Esto es donde 

+2 tyj n s + a) 2 n 

y de esle modo 

G(ja>) = ^ + j2 ^ W + m ” 


G( J& J)=[l-(w/w n ) 2 l + j[2C(«/tu n )j 
Por 1o tanto, la magnitud en decibeles es 

| G( j«») | = j[l-(aj/m n ) 2 ] 2 i [2 £{<»/<»„)]* 

y la fase cs 


tan 0 = 


2j{(olw „) 

1 - ( a >/0 n ) ; 


[36] 


[37] 


[38] 


[39] 
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La magnitud solo difiere de la obtenida para los polos complejos 
(ecuacion [34]) en que esta es positiva mientras que para los polos 
complejos es negativa. De esta manera, la traza de magnitud es solo 
la imagen espejo respecto a la linca dc 0 dB dc la traza dada en la fi¬ 
gure 11.10. La fase difiere solo dc la de los polos complejos (ccua- 
cion [35]) en que esta es positiva en tanto que la de los polos comple¬ 
jos cs negativa. En consccuencia, la traza de fasc es solo la imagen 
espejo respecto a la linea de 0° de la traza que iiustra la figura 11.10. 
Vca la tablas 11.2 y 11.3 para las diferencias entre los valores verda- 
deros y los asintoticos. 


Ejemplo 6 

Dibujar los diagram as asintoticos de Bode para un sistema que ticne 
una funcion de transferencia de 


Respuesta 

La funcion de transferencia consta dc dos componentes: un el cm on¬ 
to con funcion de transferencialOy otro con funcion de transferencia 
1 /(2s +1). Las trazas dc Bode sc pueden dibujar para cada uno de es- 
tos y sumarlas para dar la traza requerida. 

Un sistema con funcidn de transferencia G(s) = 10 es un sistema 
de ganancia constante. De esta manera, la traza sera como la 
de la figura 11.5. La magnitud es una constante, en decibeles, en 
20 log 10 = 20. La fase constante esta en 0°; las trazas se muestran en 
la figura 11.11. 



Figura 11.11 Ejemplo 6 






Un sistema con funcion de transferencia G{s) = 1 /(2s +1) es uno 
con un polo real sin ceros. Dc cstc modo, cl sistema cs como el quc 
ilustra la figura 11.8; laconstante delicmpo. t, cs igual a2 s. La traza 
tendra un punto de quiebre en 1/r = 1 12 = 0.5 s y las asintotas seran 
como muestra la figura 11.11. 

A1 sumar las trazas da el resultado que describe la figura 11.11. 


Ejemplo 7 

Dibujar los diagramas asintoticos de Bode para un sistema con .fun- 
cion de transferencia de 


G(s) = — 

s(s 


2A_ 

r3j+25) 


Respites! a 

La funcion de transferencia consta dc tres componentes: uno con 
funcion de transferencia 0.1, otro con 1/d v el ultimo con 
25/(<r + 3.9 + 25). 

La funcion de transferencia G(» = 0.1 cs una de ganancia constan¬ 
ts y es, por lo tanto, como la que ilustra la figura 11.5. La magnitud 
cs una constant en 20 log0,1 = -2Glog 10 10 = -20dB. Lafasccons- 
tante esta enO°; las trazas se muestran en la figura 11.12. 

La funcion de transferencia G(s) ~ 1 /s describe un sistema que 
tienc un polo en el origen y es. de esta manera, como la quc muestra 
la figura 11.6. La magnitud ticnc una pendiente de -20 dB por dcca- 
da de frecueneia y el valor de 0 dB cuando to - 1 rad/'s. La fase es una 
constante en -90°; las trazas se muestran en la figura 11.12. 

La funcion de transferencia G(s) = 25/(.r + 25) se puede es- 

cribir como (o 2 n /(s 2 + 2 loos ^ ao\ ) con to n =5 rad/s y £ = 0.3. Dc 
este modo. el sistema es como el que presenta la figura 11.10 para un 
par de polos complcjos. El punto de quiebre es cuando w=co n =5 
rad/s. La as in to ta para el arigulo de fase pas a por -90° cn el punto de 
quiebre; 0° es en (a)/to n ) = 0.2, es deeir, to- 1 rad/s y -180° en 
(co/co „) = 5. o sea, to = 25 rad/s; la figura 11.12 muestra las trazas. 
A1 sumar estas tres trazas sc obtiene la traza requerida (la figura 
11.12). 


Ejemplo 8 

Dibujar la traza dc Bode verdadera para un sistema con funcion de 
transferencia de 


0(s) = 


100 

.V 2 +6.?+ 100 


Respucsta 

La funcion dc transferencia es de la forma 


G(s) = - 


■ r ‘ +2tcu n .?+w;, 


con oj n - 10rad/s y £ = 0.3. Las trazas de Bode seran, asi, dc la forma 
que se describe en la figura 13.10. 
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Figura 11.12 Ejemplo 7 



Para la traza de magnitud, cl punto de quiebre es 10 rad/s, la asln- 
tota antes de esta frecuencia ticne una pendiente dc 0 y despues de 
-40 dB por decada de frecuencia, Las difcrcncias cntrc los valores 
verdaderos y los asintolicos se puedcn cncontrar con la tabla 11.2. 
Para £ =0.3 las diferencias cn decibeles son; 





to / to n 




£ 

0.1 

0.2 

0.5 1.0 

2 

5 

10 

0.3 

+ 0.07 

+ 0.29 

+ 1.85 +4.4 

+ 1.85 

+ 0.29 

+ 0.07 


La figura 11.13 muestra las trazas asintotica y verdadera teniendo en 
cuenta estas diferencias. 
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Magnitud 



Fase 



Para la traza de fase, la asintola pasa por -90° en co = 10 rad/s, y es 
0° cuando (w/co n )=0X es decir, oj-1 rad/s, y es -180° cuando 
((o/co n ) =10, o sea, to =100 rad/s. La diferencia entre los valorcs 
verdaderos y los asintoticos se puede encontrar con base en la tabla 
11.3. Para £ = 0.3 las difercncias son: 


oj/oj Tl 

£ 0.1 0-2 0.5 1.0 2 5 10 

0.3 -3.5° -22.3° +41.1° 0 -41.1° -22.3° ■ 3,5° 


La figura 11.13 describe las trazas asintotica y verdadera conside- 
rando eslas diferencias. 


Figura 11.13 Ejemplo 8 


Especificaciones de 
desempeno 


Magnitud (dB) 



Figura 11.14 Especificaciones de 
desempeno 


Para describir el comportamiento transitorio de un sistema cuando 
esta sujeto a una cntrada escalon se usan terminos como tiempo de 
levantamiento, tiempo de asentamiento y sobrepaso (vea el capitulo 
3). Cuando el sistema esta sujeto a una cntrada scnoidal los terminos 
que sc usan para describir el desempeno del sistema son pico de re- 
sonancia y aricho de banda. 

El pico de resonancia, M , se define como el maximo valor de la 
magnitud (figura 11,14). Para un sistema con valor grande de M 
corresponde un valor grande del maximo sobrepaso. Un sistema dc 
segundo orden se puede relacionar cn forma directa con el factor de 
amortiguamiento relativo mediante la comparacion de la respuesta 
con la traza de Bode de la figura 11.10; un factor de amortiguamien¬ 
to relativo bajo corresponde a un pico de resonancia alto. 

El ancho de banda se define como la banda de frecuencias en ia 
cual la magnitud no cae por debajo de -3 dB. Para el sistema dado en 
la traza de Bode de la figura 11.14 cl ancho dc banda es el cspacio 
entre la frecuencia cero y la frecuencia en la que la magnitud cae por 
debajo de -3 dB. Puesto que 


20 log C?(jte>) = -3 [40] 

o sea, G( jto) = 0.707y este es cl valor de cortc para la funcion de res- 
puesta en frecuencia. 


Ejemplo 9 

Estimar el ancho de banda para d sistema dado por la traza dc Bode 
en la figura 11.13. 

Respuesta 

La Iinea dc magnitud a -3 dB cruza la traza verdadera alrededor de 
un cuarto de decada despues de 10 rad/s. Esto es alrededor de 
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11.7 rad/s. De csta manera, el ancho dc banda es desde 0 rad/s has- 
ta 11.7 rad/s. 


Uso de datos Los datos de la respuesta en frccucncia para un sistema se pueden 

experimentales de la obtener en forma experimental mediante una serial senoidal como 

respuesta en frecuencia entrada y tnonitorear la salida en estado estable a fin de detenriiiiar el 

cociente de la magnitud de la salida entre la magnitud dc la entrada 
(este cs entonces la magnitud) y la diferencia de fase entre la salida y 
la entrada. La medicion se repite para varias frecuencias y, de esta 
manera, se obtiene la traza de Bode. A1 cxaminar la traza dc Bode se 
puede identificar la funcion de transferenda del sistema. 

Por lo general, la funcion de transferencia se determina a partir de 
la traza de magnitud y la traza de fase se usa para verificar los resul- 
tados. Sobre los datos experimentales se dibujan las asintotas. Si la 
pendiente dc la asintota inicial es -20 dB/decada, entonces hay un 
polo en el origen; si esta es +20 dB/decada hay un ccro cn cl origen. 
Si la pendiente, al ir dc una asinlota a la siguiente, Gambia por 
-20dB/decada, entonces hay un polo real y la funcion de transferen¬ 
cia incluye un termino l/(rs +1), donde la frecuencia cn cl punto de 
cambio dc la pendiente es 1/r. Si la pendiente cambia en +20 dB/de¬ 
cada, entonces hay un ccro real y la funcion de transferencia incluye 
un (T 5 +1), donde la frecuencia en el punto dc cambio de la pendiente 
es 1 /r. Si la pendiente, al ir de una asintota a la siguiente, cambia en 
-40 dB/decada hay un par de polos complejos y la funcion de trans¬ 
ferencia incluye un termino de la forma 



s 2 + 2£a> n s -t-wj 


donde co n es la frecuencia en el cambio de la pendiente. Al determi- 
nar la diferencia entre la traza dc magnitud y la asintota en el punto 
de quiebre es posible estimar el factor de amortiguamienLo rclativu 
por medio de latabla 11.2. Si la pendiente, ai ir de una asintota a la 
siguiente, cambia en + 40 dB/dccada hay un par de ceros complejos y 
la funcion de transferencia incluye un termino de la forma 

s 2 + 2 l,cq u s + a) 2 

donde co lt es la frecuencia cn el cambio dc la pendiente. La tabla 
11.2 se puede usar para dar un cstimado del factor de amortigua- 
miento relativo, £. Todos los elementos que constituyen la funcion 
de transferencia sc combinan para dar una funcion de transferencia 
que tienc una ganancia, K , incluida. La magnitud entonces sc calcula 
a partir de la funcion de transferencia para algun valor de frecuencia 
y se compara con el valor experimental para dicho valor; por lo tan- 
to, K se puede determinar (yea el ejemplo 10). 
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Ejempfo 10 

Dcterminar la fun cion de transfercncia del si stem a dado por cl dia- 
grama de Bode que describe en la figura 11.15, Solo se muestran las 
asmtotas. 


Respuesta 

Sc ticnc una pendiente inicial de -20 dB/decada y, de esta manera, 
hay un termino 1 h. Exisle un cambio cn la pendiente de -20 dB/de¬ 
cada en w - I rad/s y ? as if se ticnc un termino 1 i(rs + t) con r = 1 s. No 
hay otros cambios en la pendiente de manera que la fun cion de trans- 
ferencia cs de la forma 


<?(.*) = 


K 


donde A es la ganancia. La funeion de respuesta en frecuencia para 
el sistema es 


G(ja>)----= -•■ K( - “d-d Ul - 

j(0(ja)+l) (-« 2 +j£t))(-w 2 -j(a) 

Por lo tan to 

;c(j W )!= , K ~— 

V CO 4 -r(0“ 


-Koj 


to 


4 



0.1 1 4 10 100 



La figura 11.15 indicaque cuando20 log | C(jcu)j = 20, entoncescu = 1 
rad/s. De esta manera 

( k \ 

20loe: =20 

LVITT; 

4=io* 

V2 

Por lo tanto, A" = 14.1. Do csta manera, la funeion de transfercncia es 


G(s) = 


14.1 

s(s +1) 


Ejemplo 11 

Dcterminar la funeion de transference del sistema dado en cl diagra- 
ma de Bode que ilustra la figura 11.16. 

Respuesta 

La pendiente inicial es cero, de modo que no existe un factor 1 is. Se 
tiene un cambio en la pendiente de la asintota de -40 dB/decada en 
una frecuencia de alredcdor de 4 rad/s. De csta manera, la funeion de 
transference incluye e! termino 

i 2 + 2 & n s + a) 2 a 


donde to n = 4 rad/s. El pico es dc 4.4 dB por arriba dc las asmtotas 
en el punto dc quiebre. La tabla 11.2 indica que este corresponde a 
un factor de aniortiguamiento relativo de 0.3. Por lo tanto la funeion 
de transference tiene el termino 
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16 

s 2 +2.45 + 16 

No exislen olros cambios en la pendiente y, asi, la funcion dc trans- 
fcrcncia es de la forma 


G(s) -- 


1 6 K 


s +2.4?+ 16 


La funcion de respuesta en frecuencia es, entonces 


GQoj)- 


1 6K 


____ 16£[(16 -co 2 )- }2Aa)\ 

-U) 2 +j2.4w +16 (16-to 2 ) 2 +2A 2 a> 2 


Por lo tanto 5 la magnitud es 


|c(j«+ 


\6K 


V(16-cy 2 ) 2 +2.4 2 a> 2 


Cuando oj tiende a 0, entonces los datos exp eri men tales dan una 
magnitud de -25 dB. Dc csta forma 


20 log(l 6AT/16) = -25 


K - 0,056. La funcion de transferencia es ? de esta forma 


GU) = 


0.9 

s 2 +2 As + 16 


Diseno mediante 
compensacion 


Compensacion es el termino que describe el ajuste de desempeno dc 
un c-ontrolador a fin de que logre un mejor desempeno (vea el capitu- 
lo 10), Las trazas de Bode se pueden usar para observar los cfcctos 
de los cambios de diseno del compensador respecto a desempeno. 
A1 introducir solo un elemento proporeional, es decir, un elemento 
con ganancia constante, la traza de magnitud solo se dcsplaza hacia 
arriba o hacia abajo y no tiene efecto en la traza de fase. Un compen¬ 
sador dc adelanto en cascada tiene una funcion de transferencia dc 
la forma (ccuacion [25]dcl capitulo 10) 


G(s) = 


K(s + z) 
(s+p) 


donde p> z. Esta ecuacion se puede reordenar para obtener 
C( K(zip){U si z) 

Q+sfp) 


[41] 


[42] 


Los terminos K y (zip) son terminos de ganancia constante, el ter¬ 
mino (1 + s/z) eonticnc un ccro real con constante dc tiempo dc 1 1 z, 
y el termino (1 + sip) contiene un polo real con constante de tiempo 
de 1 ip. Puesto que p> z, entonces (1 iz) > (1 ip). La traza de Bode es, 
por consigniente de la forma que muestra la figura 11.17. Los valo- 
res dados son para K - 1 y para diferentes coeienles de (zip). Cuan¬ 
do z = p y los terminos de los ceros y polos se cancclan para dar 
G(s) = 1, entonces la magnitud es una Knea recta a lo largo del eje en 
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Figura 11.17 Trazas de Bode para 
un compensador de adeianto 



0 dB y la fase, nna linea recta a lo largo del eje en Ob bl efecto de m- 
troducir un compensador de adeianto es bajar la traza de magnitud 
en frecuencias bajas y subir cl angulo dc fase global, cs decir, incre- 
inentar el angulo de fase lo que adelanta la salida respecto a la entra- 
da, 

Un compensador de atraso en case.ada riene una funcion de trails- 
fcrcncia de la forma (ecuacion [24J del capitulo 10) 


G(s) = 


K(s-z) 


{.s * p) 

dondc z> p. Esta ecuacion se puede reordenar para obtcncr 

. A (.- p)\\ - \ r) 


G(s) = 


(1 " •>' P > 


[43] 


[44] 


Los tenninos K y {zip) son tenninos de ganancia constante, el ter- 
mi no (1 + si 2 ) contiene un cero real con constante de tiempo de 1/z, 
y el termino (1 h- sip) contiene un polo real con constante de tiempo 
de i Ip. Puesto que z> p, cnlonces (1 ip) > (1 / z). La traza de Bode es, 
asi, de la forma que muestra la figura 11.18. Los valores dados son 
para K -1 y para diferentes cocientes de (zip). Cuando z - p y los 
tenninos de los ceros y polos se cancelan para dar G(s) = 1, entonces 
la magnitud es una llnca recta a lo largo del eje en 0 dB y la fase, una 
linea recta a lo largo del eje en 0°. El efecto de introducir u.n compen¬ 
sador dc atraso cs bajar la traza dc magnitud en frecuencias altas e 
incremental* ei angulo de fase, lo que atrasa !a salida en relation con 
la entrada. 


Diagramas de Nyquist 


Para e spec ifi car d comportamicnto dc un si sterna a una entrada sc- 
noidal (cs deck, especificar la funcion de respuesta en frecuencia, 
Cj(jctj)) en una frecuencia angular particular, op se deben establecer 
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Magnitud (dB) 


Figura 11.18 Trazas de Bode para 
un compensador de atraso 



imaginario 



Figura 11.19 Trozado dc un punto 
sobre un diagramo de Nyquist 


tanto la magrntud, | G(jfty); como la fase, <p. Ambas son funciones dc 
la frecuencia angular. Una forma dc inostrar como sc comporta un 
si sterna sobre un intervalo de frecuencias angulares cs trazar los da¬ 
tes de la respuesla para el sistema en un diagrama de Nyquist. FJ dia¬ 
gram a de Nyquist es una traza polar dc la respuesta en frecuencia del 
sistema. 

Un numero complejo se puede representar mediante x -r jy, dondc 
.v es la parte real y y la parte imaginaria. G1 numero se puede trazar 
como un punto en un diagrama de Are and. es decir, un diagrama quo 
tienc un eje y el cual represents la parte imaginaria y un eje.r, quo cs 
la parte real (como en la figura 11. i9). La ver sion pola r del numero 
complejo se represents mediante una linea ^ x 2 + y 1 que se dibu- 
ja desde el origen forman un angulo (p con cl eje real, dondc 
tan0 = y!x. Ambos metodos terminan en el mismo punto especifi- 
cado en cl diagrama de Argand. 

En cl diagrama de Nyquist la sail da para una entrada senoidal dc 
amplitud unitaria en una frecuencia angular particular, se especifiea 
mediante el trazo de una linea de longitud igual a la magnitud, 
|G(ja>)| en un angulo de fase, <p, con cl eje real, como en la figura 
11.19. La entrada senoidal at sistema, de esle modo, en efecto se re¬ 
present mediante la linea de magnitud 1 a Jo largo del eje real. 

Al trazar diagramas de Nyquist existen cuatro puntos clave que sc 
deben representar: cl inicio de la traza, dondc co - 0; el fin de la traza, 
dondc oj = x; donde la traza cruza al eje real, es decir, <p =0° o 
+ 180°, y donde esta cruza al eje imaginario, o sea, <j> = ±90°. Para un 
sistema de primer or den, o un sistema de atraso sencillo, la funcion 
de transferencia es de la forma 

<?(*) = — [45 j 

1 + rs 


dondc r es la constante dc tiempo, Dc csta manera, la funcion dc res¬ 
puesta en frecuencia G(\w\ es 
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GQo>) = - 


1 


1 - jcur 

1 +w 2 x 2 


[46] 


I + ) 0 )T 

Asi, debido a que la magnitud | (7(ja>)| es la rafz cuadrada dc la parte 
real al cuadrado mas la parte imaginaria al cuadrado (ecuacion [5]), 
entonces 




1 


2 2 
Q) T 




2 2 \2 
o) r ) 


(1 + wV) 2 


i 


[47] 


Vl +co 2 t 2 

La fase, 0, esta dada por el cociertte de la parte imaginaria entre la 
parte real (ecuacion [6j) 

-Q)Ti(l + CD 2 ! 2 ) 


tan (j> ■ 


1/(1 + cd^t" ) 
(p - - tan _1 an 


[48] 



Figura 11.20 Trazado de Nyquist 
para G(s) = 1/(1 + rs) 


Cuando w - 0, entonces las ecuaciones [47] y [48] dan como resulta- 
„ o J Real do | G(jw)j = ly p - 0°. Este es tambien el pun to en el que la traza eru- 
za cl cjc real. Cuando 0) tiende a oo, entonces; tiende a 0 y <p a 

-90°. Este es tambien el punto en el que la traza cruza el eje imagina- 
rio. Tambien se pueden calcular otros puntos para ayudar a dibujar 
la traza de Nyquist. Asi, por cjcmplo, cuando oj =1/ r, entonces 
| G(jcy)| = \/\i2 y <p = - tan -1 1 = -45°. La figura 11.20 muestra la 
traza de Nyquist, la cual es un semicireulo. 

Considere ah ora un sistema de segundo or den con ima fund on de 
transferencia dada por 
y ,2 


G(s) = 


+ 2^0) n s 4- (o 2 n 

La funcion de respuesta en frecuencia G(joj\ es de esta forma 

<ol 1 


[49] 


G(jo.>) = 


GQ<0)-- 


-Q) ? +j2Ctuw n +wl l-(0J!CU n ) 2 +j2£(tu/w n ) 

[l-((w/w n ) 2 ]-j[2£(fi>/iw n )] 


[i-(Wwj 2 ] 2 +[2£(«/«or 

y por cllo, la magnitud es 

|C(j<»)| = 


1 


^[i-(w/w n yf 

y la fase esta dada pci 

2 £(w/<u n ) 

1 - (cy/’w n ) 2 

„ ) 


+ PS(w/a »„)] 2 


[50] 


[51] 


tan <j> = - 


<p = - tan 


1 - (CU/tW n )“ 


[52] 
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[maginarto 



Figura 11.21 Trazado de Nyquist 
para G(s) = w*/(s 2 + 2&» n s + cy 2 ) 


Cuando oj - 0, entonces | G(jtu)| = I y 0 = 0°. Cuarido oj - oo, enton- 
ces | (j(jo;)| = 0 y 0 = — tan -1 (0/- go) = -180°. Estos son los puntos 
en los que la traza cruza el cje real. Cuando o) = <o n , entonces 
1/2 y 0 = - tan 1 (2£/0) - -90°. Este es el punto en el que 
la traza cruza el eje imaginario. La figura 11.21 muestra las familias 
de las trazas dc Nyquist producidas para diferentes factorcs de amor- 
tiguamiento relativo. 

La figura 11.22 muestra ejemplos adicionales de diagramas de 
Nyquist y sus diagramas asociados de lugar gcometrico de las raices. 



Figura 11.22 Diagramas de 
Nyquist y sus diagramas de lugar 
geometrico de las raices asociados: 

a) G(s) = 1/(r 1 s + 1) 1 

b) G{s) = M{r,s+ J \)(T 2 s+'\) i 

c) G(s ) = 1/(r.,s + 1)(r 2 s+ 1)(t 3 s + 1), 

d) G(s) = 1/s(r-,s + 1), 

e) G(s) = 1 /s(r,s 4* 1)(r 2 s + 1), 

f) G(s) = {rs + 1)/s^s + 1){r 2 s + 1} 


Irmaginario 


VI, 


Incremento de to 


Imaginario 


i> = 

0 

Real 



0 1 

l 


Iu = 0 

77 

1/r | 



Imaginario 


imaginario 




Imaginario 


Imaginario 





Real 

s 



s - 

0 
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Figura 11.22 Continuacion 


tmaginario 



Imaginario 




Ejemplo 12 

Trazar el diagrama de Nyquist para un sistema que tiene una funcion 
de transference de 

G(J)=- \ - 

(2s + i)(r +5 + i) 

Respuesta 

La funcion de respuesta en frecuencia G(jco\ es 

G( joj) =---=--- 

(2j<y+!)(-« 2 +jw+l) (1 - 3cu 2 ) + j(3a> - 2o> 3 ) 

(l-3to 2 )-j(3w-2t+) 

(l-3tu 2 ) 2 + (3w -2w 3 ) 2 
De esta manera, la magnitud es 


I G{ja | - , 

V[(l-3fo 2 ) 2 +(3«-2gj 3 ) 2 ] 

y la fasc cs 


f ^ ^ 3 \ 

3 (0 -2co 

, l --^ 2 ; 

Cuando co- 0, entonces |G(yw)|-l y <p - -tan -1 0 -0°. Cuando 
(o = oo entonces [ G(jw) | = 0 y 


<)> = - tan 


<p = - tan 


3 

(Vct>)-3a> 


2 

(I / o ?) - (3 / w) 


=-tan -1 (-oo) =90° 
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bos puntos de cruce con el eje real estan dados por <p - 0° o ±180“. 
El punto de 0° esta dado por (o-Q, como antes se indieo. Para 
<j> = -180°, tan <p = -0 y asi, se debe toner que 

2(0 - 2 ct ) 3 =0 


Esto signifies que w^Oo ^/p/2) = 1,2 rad/s. Con este valor de fre- 
cuencia la magnitud tiene un valor de 

_ 1 _ 1 

V( I-3&> 2 ) 2 +(3cu-2© 3 ) 2 V[1 — 3(3 / 2)] 2 +0 


Imaginario 



o -0.3* Los puntos de cruce con el eje imaginario estan dados por 
<p — ±90 u . La to = +oc da el punto dc +90°, como ya sc indieo. Para 
(j> = -90°, tan <p = -oo y, de cste modo, se debe tencr que 

1 -3cu 2 =0 

Esto signiilca que a> = 1 ! y3 = 0.6 rad/s. Con este valor de frecuencia 
la magnitud tiene un valor de 

_ 1 _ 1 _ 

y (1 ” 3 oj ") + (3w — 2(0 ) 2 y/0 + (y 3 — 2 / 3y 3) “ 


Figura 11.23 Ejemplo 12 


o -0.7. Para ayudar a trazar cl diagrama de Nyquist se pueden obte- 
ner otros valores. Asi, para <o = 1 rad/s, |G(jo>)| =0.4 y <p = 153°; 
para in -0.5 rad/s, |G(jcv}| = 0.8 y <j>=68°; para o>=0.2 rad/s, 
| G(jty)| =0.95 y <f? = 34°. La figura 11.23 muestra la traza de Nyquist 
resultante. 


CriteriO de estabilidad de Cuando a un sistema sc aplica una entrada senoidal la salida dc cse 

Nyquist sistema cs senoidal con la misma frecuencia angular, pero puedc te¬ 

ller una amplitud que difiere de la de la eriLrada y mostrar una dife- 
rencia dc fase. El cociente de las amplitudes de salida y de entrada es 
la magnitud, | G(jty)|. Para que la inestabilidad se presente cuando la 
entrada al sistema es senoidal, la magnitud en lazo abierto debe ser 
mayor que 1 si el atraso dc fasc cn lazo abierto es 180 u . Si cl sistema 
causa un cambio de fase de 180°, entonces la serial de realimeiilacion 
estara cn fase con la serial de entrada y, de esta manera, se adicionara 
a esta en vez de sustraerse. Si la amplitud es menor que la de la serial 
de entrada, se puede alcanzarunacondicion estable, pero si la ampli¬ 
tud es mayor, la serial a traves del sistema crecera de manera conti- 
nua. Si el sistema cn lazo abierto cs estable, el sistema cn lazo cerra- 
do tambien sera estable. 

La figura 11.24 muestra la implicacion de este criterio de estabili¬ 
dad en relacion al diagrama de Nyquist para un sistema en lazo 
abierto. Un angulo de fase de 180° significa que la magnitud apunta 
hacia la parte negaliva del eje real. Si la magnitud en este valor de 
fasc no debe cxccder a 1, entonces la traza polar no debe encerrar al 
punto -1 sobre el eje real si el sistema va a ser estable. 
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Imaginario 



Figura 11.24 Trazas de Nyquist 
estable e inestable 


Ejemplo 13 

^Cual es la condicion para que un sistema con la siguiente funcion dc 
transfcrencia en lazo abierto sea estable? 

<?„(*) = --£-rr 

5(r t 5+ 1X725 + 1) 

Respuesta 

La funcion de respuesta en frecuencia es 
K 


O o {}0>) = - 


jtu(jtur 1 + 1)( joj 1 2 +1) 

__ K _ 

jo>(-cu 2 r|r 2 -hi) — oj 2 (xj +r 2 ) 

—j AToj (— 2 r j r 2 +l)-ATo> 2 (r 1 + r 2 ) 
oj 2 (-oj 2 t 1 t 2 + 1) 2 -q) 4 (z [ + r 2 ) 2 
La magnitud es, de estc modo 

(J w )| -- 


K 


y la fase 

0 - tan - 


^oo 4 (z l + r 2 ) 2 - i - co 2 (1 - oj"t 1 z 2 ) 2 


I -flJ LT, 


o){z ] + r 2 ) 


Para lograr estabilidad la magnitud no debe exceder 1 cuando la 
fase cs ISO 0 . De este modo, la condicion limitante para la fase es 
<p ~ tan” 1 0. Por lo tanto 

1 - co^T ] r 2 = 0 

y asi, co =l/^/r 1 r 2 . A1 sustituir este valor de w en la ecuacion de la 
magnitud se obtiene 

l g 0 wi= T 2 g 2 .—— 

^(l/r 1 7 2 ) 2 (r 1 + 1 2 ) 2 + (1 /T] r 2 )(1 — l) 2 

Si el sistema va a ser estable, entonccs 
K 


-< 1 


(l/' r 1 T 2 )( T i +* 2 ) 
K< 


z x +t 2 


t1 t 2 


La traza de Nyquist es de la forma que se muestra en la figura 
11.22 e. 


Margen de ganancia y El margen de ganancia se define como el factor mediante el dial la 

margen defase ganancia del sistema, es decir, la magnitud, se puede incrcmentar 

antes de que sc presente la inestabilidad, Este es, entonces, la canti- 
dad mediante la cual la magnitud en 180° debe incrementarsc para al- 
canzar cl valor critico de 1 (figura 11.25). 
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Figura 11.25 Margen de ganancia 


Imaginario 



Figura 11.26 Margen de fasc 



Figura 11.27 Margenes de ganancia 
y fase can [as trazas de Bode 


1 = Margen de ganancia x | G (j&>) |^ ]80o [53] 

Este en general se cuantifica en decibeles y dc csta forma en decibe- 
lcs es 

Margen de ganancia -20 log 1 -20 log | G(}W) j rt= , soo 

Margen dc ganancia = -20 log ! G(j&0l^_ |S0l > [54] 

Si la traza de Nyquist jamas cruza la parte negativa del eje real, cl 
margen de ganancia esinfinito.Sila traza pasa a traves del eje cn un 
valor men or quel, el margen de ganancia cs positive. Si pasa a traves 
del eje en 1, el margen de ganancia es cero y si pasa a traves del eje en 
un valor mayor que E es deeir, la traza encicrra el pun to - L el margen 
dc ganancia cs negativo. 

El margen defuse sc define como cl angulo a traves del cual la 
traza de Nyquist debe girar para que el pun to dc magnitud unitaria 
pase a traves del punto -1 en el eje real (fgura 11.26).Esta cs, por lo 
tanto, la cantidad mediante la cual la fase del sistema en lazo abierto 
cac ccrca dc 180° cuando su magnitud tiene un valor de 1, es deeir, la 
amplitud de la salida es la misma que la dc la entrada. 

La figura 11.27 mueslra los margenes dc ganancia y fase en las 
trazas de Bode para un sistema. 


Ejemplo 14 


Determinar el valor de K paraun sistema con la siguiente funcion de 
transference en lazo abierto 


0 s(2s + l)(s + \) 

el cual dara a) un sistema tnarginalmente es table, b) un margen de 
ganancia de 3 dB. 

Respues ta 

La funcion de respuesta cn frccucncia en lazo abierto cs 


o 0 m= 


K 

jaj(fia) + l)(jtu +1) 


_ K _ 

-3 or + jgj(1 -2co 7 ) 


-3 Kao 2 -\K<d(\-2q) 2 ) 
9w 4 + or( l-2cu 2 ) 2 


La magnitud cs, entonces 


\G 0 (M = 


K 


■^9 to -H to ^ (1 — 2tu 2 ) 2 


y la fase 

0 - tan 


! f 1 - Id) 2 ^ 

3w 


a) Para que el sistema sea marginaimente establc la magnitud debe 
tener cl valor de 1, cuando 0 = 180°. Para 0 = 180° entonces 
0 - tan -1 0 y, dc esta man era 

1-2 oj 7 =0 
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For lo tanto, a> = 1 /y2 rad/s. A1 sustituir este valor en la ecuacion 
de la magnitud, con la magnitud igual a 1, se obtiene 

i= 

■^ 9/4 + 0 
y, asi, AT = 1.5. 

b) Para que ei si sterna tenga un margen de ganancia de 3 dB, scgun 
la ecuacion [54] 


Margen de ganancia = -20 log | G(jflj) [ 


0 - 180 ° 


3 = -20 log 


K 


! 9/4 + 0 


vv 


y asi, K - 1,06. 


Ejemplo 15 


^Cuai es el margen de fasc para un sistema quc ticnc la siguiente fun- 
cion de transfcrcncia en lazo abierto? 


G 0 (s) = 


9 

5(5 + 3) 


Respwsia 

La funcion de respucsta cn frecuencia es 


G 0 (jo;) = — / 

-co~ 1 J3 (O 

For lo tanto, la magnitud es 
9 


-9(o 2 -j27a; 
0 ) 4 + 9oj 2 


G 0 (}co) - 


Vta 4 +9 oj 2 


y la fase 


, _i f 3 

(p = tan ^ — 


0) 


FI margen de fase es ei angulo de fase mas corto a partir de 180° 
cuando la magnitud es 1. Asi, 


Vtu 4 +9tu 2 


tu 4 +9w 2 -81 = 0 

Si se usa la expresibn para las raices de una ecuacion cuadratica y 
considerando oj 2 como la raiz, entonces 

2 -9 + V8I+324 

0) - 

2 

y puesto que solo interesan los valores positivos de oj, se tiene que 
oj = 2,36rad/s. El angulo de fase para esta magnitud es, por lo tanto 

^ = tan' l [ —1 = 51.8° 

{236 ) 
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Puesto que tanto la parte real como la imaginana de G 0 (jco) son ne¬ 
gatives, este angulo es el relative a -180°y. de esta forma, es el mar- 
gen de fase. 

Ejemplo 16 

Para las trazas de Bode de la figura 11.28 cstimar cl margen de ga- 
tiancia y el margen de fase. 

Respuesta 

El margen dc ganancia es cl valor de la magnitud cuando la fase es 
-180°y, de esta forma, es de alrededor de8 dB. El margen de fase es 
la diferencia dc fase desde -180°cuando la magnitud es cero. Este es 
de cast 40°. 

Figura 11.28 Ejemplo 16 


Problemas 


l 


^Cualcs son las magnitudes y las fases de los sistemas que ticnen 
las siguientes furieiones dc transferencia? 


a) 

b) 


5 

s + 2 

2 

s(s + l) 


c) 


1 

(2s +1 )(s 2 + s +1) 


2 <;Cual sera la respuesta en estado estable de un sistema con funcion 
de transferencia 
1 


5 + 2 

cuando esta sujeta a la entrada? 


=3sen (5f +30°) 

3 ^Cual sera la respuesta en estado estable de un sistema con fun¬ 
cion de transferencia 
5 

s 2 +3^ + 10 

cuando esta sujeta a la entrada? 


4 


5 


6 i = 2sen (2/ + 70°) 

£Cuales son la magnitud y la fase para un sistema dado por la 
funcion de transferencia? 


<?(*) = 


10 

s(s + l )(5 + 2) 


Para los sistemas con las siguientes functones de transferencia 
dar los valores de la magnitud y la fase en las frecuencias angu- 
lares de /) 0 rad/s, //) 1 rad/s, Hi) 2 rad/s, iv) x rad/s. 


<0 


G(5) = 


1 

5(25 + 1 ) 
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6 


7 

8 


h) 

35 4-1 


Dihnjar las trazas asintoticas de Bode para los sistemas que tiene 

las funciones de transferencia 

, ^ , 10 
a) G(s) - 


b) G{s) = 


5(0.15 + 1) 

1 

(25 + 1X0.55 + 1) 


C) 

d) 


G(s) = 


G(s) - 


_5_ 

(25 + l)(5 2 +35 + 25) 

(J + 1) 

(5+2)(5 + 3) 


Determinar las funciones de transferencia dc las trazas asintoti¬ 
cas dc Bode en magnitud que muestra la figura 11.29. 

Trazar el diagrama de Nyquist para el sistema dado por la fun- 
cion de transferencia 


9 


G(5) = 


s(s + 1) 


Determinar la condicion de estabilidad para los sistemas con las 
siguientes funciones de transferencia cn lazo abierto 
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a) 

h) 

c) 


OM = - 


K 


S " (T5 4-1) 


G 0 (/)■ 


G 0 (s) = 


K 


(r^+ l)(r 2 5 + l)(r 3 A' + l) 

K 


s(rs + 1 ) 


10 Determinar cl valor dc K para un sistcma con la siguiente fun- 
cion de transfcrencia en lazo abierto 




K 

5(25 + 1)(3a’ + 1) 


la cual dara a) un si stem a marginalmente cstable, h) un margen 
dc ganancia de 2 dB. 

11 ^Cual es el margen dc fase para un sisteiria quo ticne la funeion 
de transferencia en lazo abierto? 




2 

s(s + 1 ) 


12 Para las trazas de Bode de la figura 11.30 estimar el margen de 
ganancia y el margen dc fasc. 


Magnitud 



Figura 11.30 Problema 12 


- 220 ° 



s 

j? 

XiS 

&3S* 

^ C*"' ■ 7 
>»-',V «v 

m of ■-? 

>-H *5 


7A- 

r H*g tO 

■/j 

ft 


I^W2. 

' T v - 



Equipo basico de un sistema 
de control 


Introduccion Estc capfmlo propnrciona ejemplos de algunos clementos de medi¬ 

cion y correction mas eomunes quc se us an en sistemas de control y 
considera su utilization en ejemplos de sistemas dc control, Los ele- 
mentos dc medicion que se mcncionan son los relacionados eon el 
sensado dc desplazamiento lineal, desplazamiento angular, esfuer- 
zo : presion, temperatura v flujo de fluidos; los clementos de correc¬ 
tion, a su vcz : son relevadores, valvulas de control v motores. 
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+ v 


La posicion 
del outgo r 
determina 
el voltajc 
de salida 


0 




Figura 12.1 Potencidmetro 


Algunos de los elerneriLos de medicion mas eomunes en sistemas de 
control son los siguiemes. 

Potenciometro 

Un potenciometro con una pista de resistcncia uni forme produce una 
senal de voltajc proporcional al desplazamiento del contacto desli- 
zantc desde un extremo de la pista de resistcncia del potenciometro 
(figura 12.1), For Jo tanto: 

Salida en volts = Kx position de entrada [1] 

donde K es la sensibihdad del potenciometro en volts por radian, 
Un par de potendometros se pueden usar (figura 12.2a) eomo un 
detector dc error: uno conviertc el desplazamiento de entrada en un 
voltaje y cl otro, el desplazamiento real tambien cn un voltajc; los 
dos sc conectan dc man era quc sc obtenga la diferencia entre estos 
voltajes. La figura 12.2b representa dicho sensor dc error en un dia- 
grama de bloques del sistema dc control. 
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Figura 12.2 Sensor de error a) 


£>) 


Con un par de potencioinetros giratorios, dondc el cursor dc uno 
se fija mediante la posicion angular, .v, en radianes del eje de referen¬ 
da y el otro mediante la posicion angular, v, en radiancs del eje de 
salida, la serial dc voltajc de error, v c , cn volts es: 

v^K(x~y) [2]' 

Transformador diferencial de variation lineal 
El transformador diferencial dc variacion lineal (LVDT por sus si- 
glas en ingles: linear variable differentia! transformer) es olro ejem- 
plo deun detector de posicion. Este proporciona una salida devnlta- 
je altema que tiene una amplitud relacionada con la posicion dc un 
niiclco ferroso. La figura 12.3 muestra el pnncipio basico. 


Figura 12.3 LVDT 


Secundario 1 


Primario 
Secundario 2 


o Voltaje de salida 

como la diferencia 
3 entre los dos 

-1 voltajes secundai ios 


Nucleo ferroso 


/ 




Vullaje de ea constants de 
entrada al prirnario 

El movimiento deaplaza el 
nucleo de su posicion centra! 


Cuando al devanado primario se aplica una corriente altcrna. sc 
inducen voltajes de alterna en cada uno de los devanados secunda- 
rios. Cuando el nucleo ferroso se centra entre los dos devanados, en 
cada uno de ellos se tiene una cantidad igual del nucleo; asfi los vol¬ 
tajes indneidos en cada devanado son los mismns. I .os voltajes de 
salida de los dos devanados estan conectados de tal manera que la sa¬ 
lida combinada es la diferencia entre ellos (figura 12,4a). 
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De esta forma, cuando el nucieo esta cn el centra no hay salida, y 
cuando se desplaza hay una mayor cantidad de el en un devanado 
quc cn el otro; asi, los dos voltajes inducidos difieren y hay una sali¬ 
da (figura 12.4/;). A fm de que no seproduzca una misma salida para 
desplazamientos diferentes, se usa un demodulador con fiJtro pasa- 
bajas sensible a la fase que proporeione un valor unico para cada 
desplazamiento (figura 12.4c). 

La function de transference se puede obtencr al apliear las leyes 
dc Kirchhoff a los circuitos y es de la forma: 

^ P*,-M 2 )/* p ]s 

O(A) =- 

T5 + 1 

donde y M 2 son las inductancias mutuas de los dos devanados; 
M x - M 2 es la cantidad que van a en forma razonablcmente lineal 
con el desplazamiento del nucieo; R pJ la resistencia del circuito pri- 
mario, y r, el cociente de la inductancia del primario entre su resis¬ 
tencia. 

Los LVDT se usan ampli am elite en sistemas de control donde se 
deben monitorear desplazamientos que estan en el rango desde ±025 
mm hasta ±250 mm. Dichas ap lie a clones se presentan en procesos 
en los quc sc debe controlar el espesor de las hojas de producto. 


Posicton del nucieo 



b) Salida como funcion del 
desplazamiento del 
nucieo 


Posicion del nucieo 



Salida como funcion del des¬ 
plazamiento del nucieo 
con un demulador sensible 
a la fase y un filtro pasabajas 


Figura 12.4 Salida de un LVDT 
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B esfuenzo 
produce 
un cambio 
en la 

fesistericia 


Figura 12.5 Galga extensornelriua 
de hoja de metal 


4 galgas extensornetricas, 

2 para el esluer/.u radiai, 

2 para el esfue^o circular 

/ Diafragma 



Presion aplicada 



Figura 12.6 Celda de presion 


Extensometro (galga extensometrica) de resistencia electrica 
La figura 12.5 muestra una forma comun de galga extensometrica de 
hoja de metal. Cuando se estira un alambre metalico o una tira de se¬ 
miconductor su resistencia cambia. El cambio fraccional en la rcsis- 
tencia es proporc-ional al cambio fraccional en la longitud, es decir, 
el csfuerzo. De csta manera; 


-= G x csfuerzo 

R 


[3] 


donde G es una constant© denominada factor de galga. Para mdales 
d factor de galga cs dc al reded or de 2 y para semi eon due tores de 
apruximadamente 100. Las galgas extensometricas cn general se 
usan en puentc.s de Wheatstone, donde el voltaje de desbalance es 
una medida del cambio de resistencia. Dichos puentes tambien per- 
miten compcnsar la temperatura en la resistencia de la galga exten¬ 
sometrica, la cual tambien cambia con la temperatura. Sin embargo, 
si las galgas extensometricas se coloean en las ramas opucstas al 
puente, ambas expuestas a los mismos cambios cn temperatura, los 
cambios en la resistencia quo pro due en los cam bios de temperatura 
se cancclan y no produccn ningun dcsbalance de voltaje, La figu¬ 
ra 12.6 ilustra como usar dicho arreglo con galgas extensometricas 
para monitorear la deformacion de un diafragma sujeto a cambios de 
presion. Desarrollos actualcs de dichos medidores de presion tienen 
forma de diafragmas circulares de silicio con las galgas extensomc- 
Tricas como areas del diafragma especialmente dopadas. 


Tacometro 

Los tacometros son sensores que producen una salida electrica cn re¬ 
lation con la velocidad a la que se gira. Existcn des tipos principales: 
los tacometros dc cd y los tacometros de ca. 

El tacometro de cd es en csencia un generador de cd con un mag¬ 
neto permanent© que produce un campo magnetico en cl que puede 
girar un devanado (figura 12. la). Cuando cl devanado gira, se indu¬ 
ce una fuerza electromotriz (f.e.m.) altcrna en el devanado: mientras 
mas rapido gira cl devanado, mayor sera la magnitud de la f.e.m. al- 
terna. Los anillos desiizantes se usan para obtener una salida de cd 
proporeional a la velocidad angular. 

El tacometro de ca es un ciiindro giratorio y dos devanados en an- 
gulos rectos (figura 12.7b). Al aplicar una corricnte alterna a uno dc 
los devanados, entonces el otro produce una salida proporeional a la 
velocidad dc rotation del ciiindro. 

El voltaje de salida de un tacometro es proporeional a la razon de 
cambio en la position angular 6 del eje del medidor, por lo tanto, se 
obliene por: 
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Salida 


Salida 


Anillos 

desii7antes 



Dcvanodo 

giratorio 



CiliruJro 

giratorin 


plicada 


Figura 12.7 Tacometros: 
a) cd y b) ca 


d 0 

Voltaje de salida v-K — - Ko) 
J df 


[4] 


dondc K es una constante y oj, la velocidad angular. De esta forma, la 
funcion de transfcrcncia es 




[5] 


Codificador 

El termino codificador se usa para un dispositivo que proporciona 
una salida digital como resultado de un desplazamiento angular o li¬ 
neal; un codificador incremental detecta los cambios en el desplaza¬ 
miento angular o lineal de algun dato de posicion y un codificador 
absoluto proporciona la posicion angular o lineal real. La figura 
12.8 ilustra la forma basica de un codificador incremental que po- 
dria usarse para medir el desplazamiento angular. En un disco sc 
hace incidir un haz luminoso proveniente de un diodo emisor de luz 
(LED por sus siglas en ingles: light emitting diode), que es capaz de 
pasar a traves de las ranuras del disco para dctectarlo mediante un 
sensor luminoso, por ejemplo, un fotodiodo o un fototransistor, 
Cuando el disco gira, cl haz de luz se transmite en forma intermiten- 
te, De esta maneraproporciona una salida en forma de pulsos a partii 
del sensor luminoso. 



Figura 12.8 Codificador incremental 



Elementos de medicion 293 


El numero de pulsos es proporcional al angulo por el que gira el 
disco. La resoludon es proporcional al numero de ranuras del disco. 
Por ejemplo, eon 60 ranuras alrededor del disco el movimiento de 
una ranura a otra es un giro de 6°. Con el uso de ranuras de compen- 
sacion es posible tener mas de mil ranuras para una sola revolution. 

El codificador absoluto difiere del codificador incremental cn que 
tiene un patron de ranuras que solo define cada posicion angular me- 
diante un patron de senates de encendido-apagado producidas. A 
rnanera de ejemplo, la figura 12.9 describe la forma de dicho codifi¬ 
cador con tres conjuntos de ranuras; los codificadores por lo comun 
tienen hasta 10 o 12 pistas. El numero de bits en la salida binaria re- 
sultante es igual al numero de pistas. Con 3 pistas habra 3 bits, dc 
mancra que cl numero de posiciones que se pueden detectar sera 
2 h - 8, es decir, una resolucionde 360*78 - 45°. Con 10 pistas seten- 
dran 10 bits y el numero de posiciones que se pueden detectar sera 
2 10 = 1024 con una resolution angular de 360°/1024 = 0.35 u . 


Figura 12.9 Codificador absoluto 
de 3-bits 


LED 


Sensores 





Sinews 

El sincro es un pequeflo transformador giratorio de una sola fase que 
convierte el desplazamiento angular en voltaje de ca, o voltaje de ca 
en desplazamiento angular. La figura 12.10 ilustra el principio basi- 
co de un elemento sincro. Estc consta dc tres devanados de estator 
espaciados 120° alrededor de un estator cilindrico, y un devanado de 
rotor concentrieo interior que gira en forma libre entre estos devana¬ 
dos de estator. Una corriente altema de entrada al devanado de rotor 
induce salidas en cada devanado secundario. Las salidas de cada uno 
de los tres devanados de estator dcpcndcran dc la posicion angular 
del rotor, por lo tanto, estos son una medida de la posicion angular. 


Figura 12.10 Elemento sincro 
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Figura 12.11 Detector de error con 
sincros 
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Fuente de 
corriente constants 


b) 


Figura 12.12 Circuitos: 
a) puente, b) corriente constante 


Con frecuencia los sincros se usan en pares (figura 12.11) como un 
medio para medir la diferencia entre el desplazamieiito angular dc 
dos ejes y as! prop ore ionar una sena 1 de error para un si sterna de con¬ 
trol. Cuando las posiciones de los rotores del sincro que se us a como 
transmisor y la del sincro que se usa como transformador de control 
cstan formando angulos rectos, el voltaje generado a traves dc las 
terminal es del rotor del transformador dc control es cero. Cuando los 
dos estan en algun otro angulo, el voltaje del roLor no es cero y es 
aproximad amenta una funcion senoidal dc la diferencia entre los an¬ 
gulos de los dos ejes. Sin embargo, para pequeiias desviaciones an- 
gulares, la salida se puede considerar proporcional a la diferencia 
angular. 


Detector de temperatura por resistencia 

El detector dc temperatura por resistencia (RTD) es una forma inuy 
comun para sensar temperatura. La resistencia electrica de los meta- 
Ics o scmiconductores cambia con la temperatura. La resistencia dc 
los metal es varia en forma lineal con la temperatura sobre un rango 
amplio de temperaluras, aunque el cambio real en la resistencia por 
grado cs ligeramente pequeiio. Por lo comun, los RTD sc hacen de 
platino, niquel o aleaciones de niquel. Los semiconductores, como 
los termistores, con la temperatura muestran en la resistencia cam- 
bios muy grandcs no Hncales. Los RTD se pueden usar cn una rama 
de un puente dc Wheatstone y la salida del puente se toma como me- 
dida de la temperatura (figura 12.1 2a), o se puede usar una fuente de 
corriente constante que pase a traves del RTD y el voltaje se monito- 
rea mediante cste (figura 12.12 b). 
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De esta forma, con base cn A } = A 7 v 2 - Q: 



Asi, una medieion de la diferencia de presiom (P 2 - P,), permile de¬ 
term inar la razon de flujo volumetrico. Q. Note que la relacidri entre 
ia presion y la razon de flujo volumetrico es no lineal. En la practica, 
csla eeuaeion es solo una aproximacion, debido a que se presentan 
perdidas de energia como resultado de la friccion y estas se c-onside- 
ran en la ccuacion anterior. En la ecuacion se inserta, cntonces, un 
factor de correccion, C, denominado coeficiente de descarga, para 
dar como resultado: 
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En esfe principio se basan varias formas de dispositivos de presion 
diferencial: 

1 Tubo Venturi 

En el tubo Venturi (figura 12.13) se presenta una disminucion 
gradual de diametro, desde el diametro del tubo hasta el diame- 
tro de restriccion. La difcrcncia dc presion entre el flujo antes de 
la restriccion y en esta se puede medir con una celda de presion 
de diafragma; las presiones se aplican en los dos iados del dia- 
fragma, de modo que la deflexion del diafragma es una medida 
de la diferencia de presion. El instrumento cs de operacion sen- 
cilia, tiene una exactitud de alrededor de ±0.5%, una confiabili- 
dad a largo plazo y es relativamcntc costoso. 


Preeiin ds Preston en ia 

entrada restriccion 



Figura 12,13 Tubo Venturi 


2 Medidor de flujo de baquilla 

Una forma economica de un tubo Venturi es el medidor de flujo de 
baquilla . I .os dos tipos de boquilla que se usan son la boquilla Ven¬ 
turi (figura 1 2. 1 4a) y la boquilla de flujo (figura 12.14b). Las boqui- 
llas son mas baratas que los tubos Venturi, proporcionan diferencias 
de presion similarcs y tienen una exactitud de alrededor de ±0,5%. 



o) 


Figura 12.14 Medidores de flujo de boquilla' 
a) boquilla Venturi, b) boquilla de flujo 
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Presion en la restriccion 

Presion de entrada 

b) 

Figura 12,15 Medidores de flujo 
Dali: a) tubo, b ) orificio 


Figura 12.16 Medidor de flujo a 
base de una placa con orificio 


Elementos electricos de 
correccion 


3 Tubo Dali 

El tubo Dali (figura 12.15a) es otra variacion del tubo Venturi. 
F.1 tubo de Dali es solo de casi dos diametros del tubo dondc sc 
monta de largo. Una forma todavla mas corta, el orificio Dali, cs 
solo de alrededor dc 03 del diametro del tubo donde se monta de 
longitud (figura 12.156). 


4 Placa de orificio 

Laplaca de orificio (figura 12.16) es uu disco coil un hoyu. El 
efecto de introducirla es restringir el flujo a la apertura del orifi¬ 
cio y el canal dc flujo a una region aun mas angosta corriente 
abajo (despues) del orificio. La diferencia de presion se mide en- 
tre un punto de diametro igual al del tubo corriente arriba (antes) 
del orificio y un punto de diametro igual a la mitad corriente aba¬ 
jo. La placa de orificio es sencilla y cunfiable, mas economica 
quc cl Venturi, pcro men os exacts, alrededor de ±13%. 



Placa de Flujo rcsiringido 

orificio 


Los mot ores de corriente directa son muy usados como elementos 
de correccion en sistemas de control. El motor de cd basieo eonstu de 
bobinas dc alambre montadas cn ranuras sobre un cilindro de mate¬ 
rial ferromagnetico. Este se conoce como devanado de armadura y 
esta montado, a su vez, sobre rodamientos de modo que gira con li- 
bertad en un campo magnetico que se produce mcdlante una corrien- 
te que pasa a traves de las bobinas de alambre (figura 12.17), eonoei- 
das como bobinas de campo o devanado de campo , Cuando una 
corriente pasa a traves del devanado de armadura, sobre el devanado 
actuan fuerzas que hacen que estc girc. Para invertir la corriente, 
cada medio giro se usan las escobillas y el conmutador a fin de man- 
tenerlo girando. Con el motor controlado por armadura, la velocidad 
se modifiea al cambiar la magnitud de la corriente del devanado de 
armadura. Con frccucncia csto sc hace usando fuentes dc alimenta¬ 
tion de voltaje fijas al devanado y se vaiia el liempo para el cual la 
fuente esta encendida. De esta manera se control a e! valor proiuedio 
del voltaje y, por lo tanto, el dc la corriente. Esto se conoce como 
modulation por audio depulso (PWM, por sus siglas en ingles: pul 
se width modulation). 
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Figura 12,17 Elementos basicos 
de un motor de cd 




Figura 12.18 Motor deed sin 
escobiilas 


Cn el capitulo 2 se desarrollo un modelo del motor dc cd; ios dia- 
gramas de bloques que describen las eunfiguraclunes se presentan 
en la figura 2.39. 

Otra forma del motor de cd es el motor de cd sin esc obi Has. Este 
usa un magneto (inian) permanente para proveer el catnpo magnett- 
co, y gira dentro dc un devanado estaciomirio. La figura 12.18 des¬ 
cribe el priricipio basico donde solo se muestra una bobina del deva¬ 
nado. El motor es en esencia el arrcglo del motor de cd basico 
“invertido”. La velocidad de rotacion se puede controlarusando mo- 
dulacion por ancho de pulso. Se usan circuitos electronicos para in- 
vertir la cornente y proveer la conmutacion. 

Los motor es de corriente a l tern a const an dc dos partes basicas: 
un cillndro giratorio llamado rotor y una parte estacionaria denomi- 
nada estator, el dial circunria al rotor y ticne los devanados que pro¬ 
ducer! un campo magnetico giratorio en ei cspacio que ocupa el ro¬ 
tor. Este campo magnetico giratorio hace que girc el rotor. 

Utio dc cstos motores, el motor de induccion monofdsico dejaula 
de ardilla , sc ilustra en la figura 12.19. El rotor consta de barms de 
cohre o aluminio que se fijan en las ranurus de dos anillos dc los ex- 
tremos para fortnar un eonjunto de conductores paralelos conccta- 
dos, la llamada jaula de ardilla, Cuando una corriente alterna pasa a 
traves del devanado de estator, estc produce un campo magnetico ab 
terno; sc induce una fuerza clectromotriz (f.e.m.) en los conductores 
del rotor y fluye corriente a traves de ellos, En estos conductores que 
transportan corriente aetuan fucr/.as. El rotor gira a una velocidad 
que determina la Frecuencia de la corriente alterna aplicada al csta¬ 
tor. Una forma de variar la velocidad de rotacion cs usar un circuito 
electron ico para controlar la frecuencia de la corriente alimeritada al 
estator. 
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Equijjo basico de un sistema de control 



Rodilla de ernpuje Contactos del 



Fn algunos sistemas de control se necesita que la salida del con- 
trolador conmute de encendido a apagado una comcntc mucho mas 
grande que la que requiere cl elemento de correccion final, por ejerri- 
plo. la corriente que requiere un calefactor electrico en un sistema de 
control de temperatura. Esto se puede lograr mediante un relevador . 
Los relevadores son intemiptores que operan en forma electrica y en 
los que al cambiar una corriente en un circuito electrico conmutan 
una corriente en otro circuito. En el relevador que muestra la figura 
12.22, cuando hay una corriente a traves del solenoide del relevador, 
se produce un campo magnetieo que atrae a la armadura de hierro, 
mueve el rodillo de empuje y, de csta man era, cierra los contactos 
del interruptor normalmente abierto (NO por sus siglas en ingles: 
normally open) y abre los contactos del interruptor normalmente cc- 
rrado (NC, por sus siglas en ingles: normally closed). 


Elementos de correccion 
electroneumaticos o 
hidraulicos 


En muchos sistemas de control se podria usar una salida electrica del 
controlador para operar una valvula solenoide y aprovechar esta ac- 
cion para producir una serial neumatica u hidraulica que active un 
dispositive. 

E! elemento solenoide. es en csencia un nucleo de hierro suave 
parcialmente en una bobina. Cuando la corriente pasa a traves de la 
bobina se establece un campo magnetieo que atrae al nucleo dc hie¬ 
rro unpoco mas hacia cl interior dc la bobina. La figura 12.23 mues- 
tra los elementos basic os de una valvula solenoide simple neumati¬ 
ca. Cuando al solenoide se le aplica una corriente, la lanzadera se 
mueve a la derecha. Esto Gambia los puertos a traves de los cuales 
fluye el aire. Antes de activar el solenoide, la presicn del aire de la 
fuente de suministro ingresa a la valvula y sale a traves del puerto de 
salida. Cuando el solenoide se activa, el sumiiiislro dc aire se apaga 
y el puerto de salida se conecta al puerto de escape. 
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Figura 12.23 Valvula solenoide 
simple 



1(P) 3(R) 


Figura 12.24 Simbolo de 

valvula 



Baton de presion Vastago 



Resorte RodiUo 

Solenoide Presion 



Figura 12.25 Actuaoores 
para vaivulas 


Cuando ya no se aplica corriente al solenoide, el resorte regresa Ja 
valvula a su posicion original. De esta manera, en la valvula que se 
muestra, la corriente al solenoide conmula la presion de aire al puer- 
to de sail da de encendido a apagado. 

El simbolo basico que se usa para una valvula de control es un 
cuadrado; cuando la valvula se puede conmutar de una posicion a 
otra se usa un cuadrado para indicar cada una de estas posiciones. En 
cada cuadrado, las liueas indican las trayectorias del fiujo; las fie- 
chas ? la direccion del mismo. En la valvula que ilustra la figura 12.23 
hay dos posiciones y el simbolo que se usa es como el que muestra la 
figura 12.24. En una valvula dc dos posiciones, el cuadrado del lado 
derecho cn general se usa para indicar la posicion de reposo. En este 
caso, la posicion de reposo sc obticnc mediante la accion del resorte 
y su simbolo se dibuja junto a la caja del lado derecho. La posicion 
de reposo muestra un puerto de suministro de presion, que sc denota 
por 1 o P, conectado ai puerto de salida. que se denota por 2 o A. El 
puerto dc escape, que se denota por 3 o R, esta cerrado. El simbolo de 
un solenoide sc muestra junto a la caja del lado izquierdo, lo cual m- 
dica las conexioncs hechas cuando el solenoide se activa. Pensar en 
el solenoide deslizando la caja del lado izquierdo bajo las conexio¬ 
ncs de la tuberia de modo que 1(P) ah ora esta cerrado y 2(A) se concc- 
ta a 3(R). La figura 12.25 ilustra algunos de los simbolos dc los ele¬ 
mentos de actuacion en valvulas. 
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Figura 12,26 Control de un cilindro de accion simple 


La figura 12,26 muestra un ejemplu on cl que se utiliza una valvil¬ 
la solenoide simple para controlar el movimiento de un piston en un 
cilindro de accion simple, FI cilindro tiene un piston que se mueve 
en una direction por la presion dc la valvula y regresa per la accion 
dc un resorte. Cuando la corricnte pasa a traves del solenoids, la val¬ 
vula conmuta la posicion y sc aplica la presion para einpujar el pis¬ 
ton en el cilindro. 

Como ejemplo adicional la figura 12.27 muestra una valvula so¬ 
lenoide doble para controlar el movimiento del piston en un cilindro. 
Una valvula solenoide doble se situa cn una posicion mediante la 
operation dc un solenoide y en otra posicion por la operation del se- 
gundo solenoide; la valvula pcrmanecc en cada posicion hasta que 
rccibcuna senal para cambiat la. No hay resorte, para restaurar. FI ei- 
iindro se denomina de doble accion pnesto que requiere una presion 
cn un lado del piston para movcrlo en una direccibn y una presion en 
el otro lado del piston para regresarlo. Cuando la corricnte fluyc a 
traves del solenoide cn el extrema lzquierdo de la valvula. el piston 
se empuja y pcrmanece cn esta posicion lias la que recibe una serial 
dc la valvula para regresar al piston; la senal es una corriente que 
pasa a traves del solenoide del lado dereeho. 
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activado, 
pist6n empujado 


Figura 12.27 Control de un citindro de doble accion 


Ejemplos d0 sistemas de Los siguientes sistemas de control emplean los elemcntos descritos 

Control al inicio dc cstc capitulo. 

Con frccueneia los potencio metros se us an con sistemas dc con¬ 
trol con motores de cd para la real! mentation de la po si cion, dc 
modo que el motor se puede milizar para mover algun objeto a una 
posicion requerida. La figura 12.28 describe un ejcmplo seneillo e 
ilustra el equipo basico. La figura 12.29 es el diagrama de bloques 
para cl si sterna dc la figura 12.28 y muestra las funciones involucra- 
das. 


V- Ampiificador operational 



El cursor del potenciometro 
gira con el tornitlo 


Figura 12.28 Sistema de control de posicion 
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Figura 12.29 Sistema de control de posicion 


La entrada es una posicidn descada que se fija mediante la posi¬ 
tion del cursor de un potencidmetro. La reaiimentacion de la posi¬ 
tion se logra con otro potenciometro. El voltaje de entrada y cl dc 
reaiimentacion se combinan para producir el error; cn este ejemplo 
se combinan con un amplificador operacional (el arreglo que presen- 
ta la figura 12.2 podria ser una alternativa). La serial de error, enton- 
ces, se ampiifica para proporcionar una senal para controlar el ele- 
mento de correction, el cual es un motor de cd. La salida del motor, 
despues del engrane reductor, gira un tomillo, el cual, a su vcz, mue- 
ve a la carga. 

Debido a que el motor no es un sistema de orden cero, no respon- 
dera en forma iristantanea a cualquier cambio siibito en la entrada 
(vea la pagina 67 para un analisis de la teoria basica de un motor de 
cd y la pagina 158 para la representation mediante diagramas de bio- 
ques y la obtencion de su funcion de transferencia). Es probable que 
el sistema global sea de segundo orden, lo cual significa que cuando 
haya una entrada escalon, la salida tomara tiernpo para alcanzar la 
salida descada y quiza oscile alrededor de este mientras se asienta al 
valor en estado estable. Se puede pensar en una situation como esta. 
La entrada escalon hace que el eje del motor se acelere y cambic la 
position de la carga y, debido al ttempo de retardo inherente al siste¬ 
ma, existe un atraso antes de que la position de la carga se alimente 
de regreso al amplificador sumador, de modo que la carga sobrepasa 
su position final y oscila alrededor de laposicion requerida. La velo- 
cidad a la que estas oscilaciones desaparecen depende del amorti- 
guamiento en el sistema; mientras mas grande sea la ganancia del 
amplificador, mayor sera la cantidad de amortiguamiento requerido. 
Sin embargo, sc podria buscar una ganancia alta a fin de que el siste¬ 
ma tenga una respuesta rapida a un cambio en la entrada. 

Una forma de tener una respuesta de alta velocidad con pocas os¬ 
cilaciones es usar un sistema que tenga en cuenta la velocidad a la 
que cambia la position de la carga, es decir, el control PD en lugar de 
usar solo el control P. Esto se puede lograr al modificar el circuito 
del amplificador operacional mediante la insertion de un capacitor 
en ta linea de entrada, como (lustra la figura 10.27. Sin embargo, otra 
forma mas comun de lograr el mismo efecto es usar un segundo lazo 
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de realimentacion, el eual proporciona una medic ion relacionada 
con la velocidad a la que cambia la posicion de la carga; esta se de- 
nomina realimentacion de velocidad. La figura 12.30 muestra como 
se puede modificar el sistema de la figura 12.29 para incluir la reali¬ 
mentacion de velocidad y la figura 12.31 ilustra el diagrama de blo- 
que fun clonal. 


Potenci6metro de entrada 


V - 



Figura 12.30 Sistema con realimentacion de velocidad 



realimentacion de monitored 


Figura 12.31 Sistema con realimentacion de velocidad 
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Un sensor, pur ejemplo, un tacogenerador, permite oblcner un volta- 
je proporcionai a la vcloeidad de rotacion del eje y, per lo tanto. pro- 
porcional a la velocidad en que cambia la posicion de la earga. De 
esta manera. euando hay un cambio subito cn la entrada al sistema de 
control y cl eje del motor se acelera en forma subita, el tacogenera- 
dor prop ore ion a una sehal de realimentacion; esta sen al sc sustrae de 
la senal dc realimentacion de posicion y amortigua la razon de cam¬ 
bio, con lo que se reduce la oscilaciom 


Ejemplo 1 


Un sistema dc control de posicion que involucra un motor con ambas 
lealimcntaciones, de posicion y de velocidad, se modela mediante cl 
sistema que muestra la figura 12.32. De term mar cl factor dc amorti- 
guamiento relativo euando a) no hay realimentacion dc vcloeidad y 
h) si hay realimentacion dc velocidad. 


Respites r a 

Figura 12.32 Ejemplo 1 

a) Sin realimentacion de velocidad, cl sistema ticnc una funcion dc 
transferencia de 


1 + 8 / s(s t- 2) 5(5 + 2 ) i 8 

FI den om in ad or ticnc la ecuacion 5 2 *25 + 8; asi, la frecuencia 
natural es -v'8 =2.8 rad's y 2£oj n =2. por lo tanto el factor dc 
amortiguamiento relativo es 0.36. 

b) Con realimentacion de velocidad se pueden reemplazar las par¬ 
tes 8 / 5(5 + 2) y 5/4 del sistema mediante un solo bloque (vea la 
pagina 152 para un ejemplo de esta simplificacion) si la funcion 
de transferencia es 

8 / 5(5 + 2) 8 8 

1 + [ 8 / 5(5 + 2)][ 5 / 4 ] " 5 ( 5 + 2)+25 " 77% 

La funcion de transferencia global del sistema es, de esta mancra 

G(s)= - ir ; 4v) 

1 + 8/ (5^ + 45) 

El denominador tiene la ecuacion 5 2 + 45 + 8, por lo tanto, la fre¬ 
cuencia natural cs V8 =2.8 rad/s y 2 n = 4, y asL cl factor de 
amortiguamiento relativo es 0.71. 
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Problemas 


a) 


Figura 12.33 


1 Sugiera elementos de medicion que podrian usarse para propor- 
cionar senales de realimentacion para lo siguicntc: 

a) La velocidad a la cual fluye la luz a travcs de una tuberla. 

b) La veloeidad a la que gira un eje 

c) La posicion del elemento de una maquina 

2 La figura 12,33a muestra un sistema de control de posicion. 
Explicar como trabaja y mostrar que el modclo de la figura 
12,336 pucdc dcscribir el sistema, 

3 La figura 12.34 muestra un sistema de control de espesor de una 
hoja de material. Sugerir los posibles elementos que sc podrian 
usar para el sensor de espesor y para el actnador lineal. 



gira con el tornillo 


b) 



Problems 2 



Figura 12.34 Problema 3 
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!e un sistema de control 


4 La figura 12.35 describe un sistema de control de posicion con 
realimentacion de velocidad. Dctcrminar el factor de amortigua- 
miento relativo del sistema cuando no hay realimentacion de ve- 
locidad y determinar el valor de k necesario para proporcionar 
un factor de amortiguamiento relativo de 0.6 cuando se usa la 
realimentacion de velocidad. 


Amplificador 



Figura 12.35 Problema 4 


5 Sugerir un sistema de control que se pudiera usar para cl control 
de un brazo artificial. 
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Introduction 


Procesos discretos 


Un proceso discreto involucra distintas operaciones, cada una de las 
cuales tiene una condicion definida para iniciarse. El control es. en¬ 
tonces, una secuencia de operaciones. As! sc podria cjcrccr cl con¬ 
trol de mo do que inicie la operation 1 y la operacion 2 no pueda ini- 
ciar hasta que se complete la operacion ], la operacion 3 no puede 
iniciarhasta que se complete la operacion2, etcetera; esta secuencia 
esta manejada por event os, Ue forma altemativa se puedcn tcncr 
operaciones cn sccuencia en tiempos preestablecidos, por ejemplo, 
la operacion 2 inicia 30 s despues de la operacion 1; esta secuencia 
esta manejada por tiernpo . 

Este capitulo presenta el control de procesos discretos, que se 
ilustra con el estudio del secuenciado mediante cilindros neumati- 
cos, para despues describir el uso de controladores logicos progra- 
mables. 


Un ejemplo sencillo de que significa control de procesos discretos es 
la lavadora de ropa domestica. A1 accionar el interruptor de imcio se 
abre una valvula que permite que cl agua pasc a la tina de la lavado¬ 
ra. Cuando el sensor indica que el agua esta en el nivel requerido., la 
valvula se cierra de forma que sc eompleta la operacion 1 y puede ini- 
ciar la operacion 2. Se enciende entonces el calentador. Cuando el 
sensor indica que la temperatura del agua ha alcanzado el valor 
preestablecidoj el calentador se apaga. La operacion2 se eompleta y 
entonces puede iniciar la operacion 3, La tina dc la lavadora inicia el 
movimiento y continua por un tiempo preestablecidu. digamos 5 mi¬ 
nutes. La operacion 3 se eompleta y entonces puede iniciar la opera¬ 
cion 4. La secuencia de operaciones continua hasta que sc eompleta 
la secuencia requerida. 

Con cl control dc procesos discretos, las operaciones se reahzan 
en secuencia de aeuerdo con un programs establecido. Una sola ope¬ 
racion podria ser un proceso de control en lazo cerrado o uno en lazo 
abierto controlado por tiempo con operaciones en una secuencia de- 
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terminada por condiciones, quiza iniciar cuando la operacion 1 se 
haya completado o cuando hayan ucurrido los eventos 1 y 2 o en al- 
gun otro orden preestablecido de tiempos. 

A continuacidn se presentan algunos metodos para dcscribir pro¬ 
cesos secuenciales. 

1 Listas de msfntcciones 

Una lista de instrucciones establece conpalabras la secuencia de 
acciones que llevan a cabo para cada paso en la secuencia reque- 
rida. Por ejemplo: 

La salida A se presents cuando ocurrc la entrada 1 y han trails- 
currido 100 s. 

La salida B se presents cuando ocurre la entrada2y han trans- 
currido 10 s. 

La salida C se presents cuando ocurre la entrada3 y han trans- 

currido 10 s. 

etcetera 

2 Diagram as de tiempos del proceso 

Un diagrams de tiempos del proceso es una grade a que describe 
cada una de las operaciones de la secuencia como funciones del 
tienipo. La figura 13.1 ilustra esta situacion. 


Figura13.1 Carta de tiempos 


Paso num. 


Entrada 1 

Entrada 2 

Entrada 3 
Entrada 4 

Salida A 

Salida B 

Salida C 

Etcetera 


1 = cnccndido 
o alto 


0- apagado 
o bate 


r 


20 30 40 

Tiernpo en segundos 


3 Diagram as de esc ale}'a 

Estos muesrran cada paso en el proceso como ei escalon dc una 
cscalcra. La figura 13.2 ilustra este caso; se inciuven las nolas 
para cxplicar las condiciones especificadas para cada escalom 
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Simbotos de !os 
diagramas do oscalora 



Entrada como un contacto 
abieno hasta que se 
presente la entrada 

Entrada como un contacto 
cerrado hasta que se 
presente la entrada 



Salida 


Instruction espec al 


Figura 13.2 Diagrama de escalera 



La salida A se presents 
cuando ocurre la entrada 1 


i a salida B se presents cuando 
ocurren fas entradas 1 a 3 


La salida C se presents cuando 
ocurren las entradas 4 o 5 


Un diagrama de escalera es como un circuito elec-trico; los la- 
do s vertical es de la escalera estan conectados a la alimentation 
de voltaje y los escalones son circuitos con intcrruptorcs como 
entradas y dispositivos que se encienden o apagan per la accion 
de los imerruplores en Lin escaldn como salidas. En cl capitulo 
14 se dan mas ejemplos. 

4 Dia gramas de flujo 

Un diagrama de flujo usa bloques para representar cada paso y 
lineas para mostrar latrayectoria de un paso aotro (figura 13.3). 



Sf 


Figura 13.3 Diagrama de flujo 
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S Diagram as de func tones secuenciales 

Para representar cada paso f estos diagramas usan bloques unL 
dos con Hneas que indican las transiciones de un paso a otro. La 
figura 13.4 muestra su forma. 


Control do calidad 



Salicla 


a) 


Ejempio 1 

Esbozar el diagrama de tiempos del proceso para la mezcla de los li- 

quidos A y B, La figura 13.5a ilustra el proceso y la lista de instruc- 

ciones es como sigue; 

1 Presionar el boton de inicio. El tanquc dc mezclar se empieza a 
llenar con cantidades medidas de A y B durante 4minutos. 

2 El ealentador se enciende y el mezclador opera para mezclar el 
contenido en el tanque durante 5 minutos. 

3 El contenido del tanque se bombea hacia el exterior en 3 minu¬ 
tos. 

Respuesta 

La figura 13.56 muestra el diagrama de tiempos. 


b) 


Operation 

Razon de flujo A 

on 

off 

Razon de flujo B 

on 

off 

Mezclador 

on 


off 

Controlador de temp. 

on 

off 

Bomba de desague 

on 

off 


Llenado 


Mezclado 


Desague 


1 


Figura 13.5 Ejempio: 

a) la mezcla de Ifquidos, 

b) diagrama de tiempos 


Tiempo en minutos 0 


4 


9 


12 
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Secuenciado mediante Muchos sistemas de control emplean cilindros neumaticos o hidrau- 

ciiindros neumaticos licos como elementos de actuacion. Por ejemplo, si hubicra dos ci¬ 

lindros, A y B, y se requiere que al presionar el boton de inicio, cl 
piston del cilindro A se extienda, cuando lo este completamente, el 
piston del cilindro B tambien estara extendido, Si esto ocurre, el pis¬ 
ton del cilindro A se podria retraer, y cuando este por completo re- 
traldo sc podria hacer que el piston del cilindro B se retraiga, En el 
estudio de control secuencial con cilindros es comun asignar una lc- 
tra de referenda A, B, C, D, etcetera, a cada cilindro y para indicar el 
estado de cada cilindro se usa un signo + si esta extendido o un signo 
- si esta retraido. De este modo, la secuencia de operaciones es A4-, 
B-t, A- B- La figura 13.6 describe un circuito que se podria usar 
para gcncrar esta secuencia. La secuencia de operaciones es: 

1 Al principio ambus cilindros tienen los pistones retraidos. Se 
presiona el boton de presion de inicio de la valvula 1, con lo que 
se aplica presion a la valvula 2, el interruptor limite b- inicial- 
mente esta activado y } por lo tanto, opera la valvula 3 para apli- 
car presion al cilindro A y extender!o. 



La valvula 1 opera mediante el 
boton de presibn y el resorte 
de retraccion 


Figura 13.6 Operacion secuencial de 
dos actuadores 
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Cfilerio de inicio 



Figura 13.7 Diagrams dc funciones 


2 El cilindro A sc exiiendc y libera al interrupted lirnitc a- Cuan- 
do el cilindro A esta extendido por complete, el interrupter limi- 
te a+cambia de estado. Esto tambien cambia cl estado de la val- 
vula 5 y propicia que se aplique prcsion a la valvula 6 para que 
cambie de estado y, asf aplicar prcsion al cilindro B para que su 
piston se extienda. 

3 El cilindro B se extiende, liberando el interrupter limite b- 
Cuando el cilindro B esta extendido por complete, el interrupter 
limite b+ cambia de estado. Esto tambien cambia cl estado de la 
val vula 4 y propicia que se aplique prcsion a la val vula 6 para que 
cambie de estado y, dc csta forma, aplicar presibri al cilindro A 
para iniciar la retraccion de su piston. 

4 El cilindro A se retrac y libera el interrupter limite a+. Cuando cl 
cilindro A esta retraido por complete, el interrupter limite a- 
cambia dc estado. Esto tambien cambia el estado de la valvula 7 
y propicia que se aplique prcsion a la valvula 5 y, dc esta manera, 
aplicar prcsion al cilindro B para iniciar la retraccion de su pis¬ 
ton, 

5 El cilindro B se retrae y libera el interrupter limite b-h Cuando cl 
cilindro B esta retraido por complete, el interrupter limite b- 
catnbia de estado para completar el ciclo. 

El ciclo se puede iniciar otra vez pulsando cl boton de inicio. Si se 
quisiera que el sistema trabajara de manera continua, entonccs cl ul¬ 
timo movimiento en la secuencia deb era tencr un disparo al primer 
movimiento. La figura 13.7 mucstra como debc apareccr la secuen- 
cia anterior cuando se representa con un diagrama de funciones. 

Una alternativa para realizar la secuencia anterior requierc el su- 
ministro de aire para encender o apagar valvulas cn gnipos y se de- 
no mi na control en cascada. Este anula el problema que sc presenta 
con circuitos (formados como ilustra la figura 13,6) de airc que que- 
dan atrapados cn la linea de pres ion para controlar una valvula v asf 
evitan que la valvula cambie de estado. Con cl control en cascada, la 
secuencia de operaciones se divide en grupos sin que aparezea, en 
cada grupo, mas de una vez la letra de un cilindro. De esta manera, 
para A+, B^, B-, A- se puedeti tener los grupos A+, B+y A- B-. 
Entonces se usa una valvula para cambiar el suministro de aire entre 
los dos grupos. En la linea que sclecciona el primer grupo se incluye 
una valvula de inieio/paro, y si la secuencia se repitc de manera con¬ 
tinua, la ultima operacidn debc proporcionar la serial para iniciar la 
secuencia una vez mas. La prim era f. unci on cn cada grupo se iniciali- 
za niediante el grupo que sc enciende; accioncs adicionales dentro 
del grupo se controlan mediante valvulas operadas por interrupter, y 
la operation de la ultima val vula inicializa cl siguiente grupo que se 
scleccione. La figura 13.8 mucstra el circuito neumatico. 
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Figura 13.8 Control en cascada que se usa para 
proporcionar la secuencia A+, B-, B-, A- 

Ejemplo 2 

Establecer la secuencia que sc prcscntara con dos cilindros, A y B, 
cuando se prcsione el boton de inicio del sistema dc la figura 13.9. 

Respuesta 

Este es un ejemplo de control en cascada. Cuando se presiona cl bo- 
lon de inicio. se suministra aire para cambiar de estadn la valvula 
que controla el cilindro A, dc modo que estc se extiende. Cuando a+ 
esta activado, se logra que B se extienda. Si b+ esta activado, sc sc- 
lecciona el grupo II, lo cual hace que A se retraiga. Cuando a- esta 
activado. B sc rctrac. A si, la secuencia es A+. B+, A~ B- 
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Figura13.9 Ejemplo 2 


Ejemplo 3 

La figura 13.10 muestra un sistema de control con Lres cilindros: A, 
By C,y que usa vaivulas controladas por solenoids y relevadores. 
Establecer la secnencia que tendra cuando se cierra el interruptor de 
inicio y utilizar un diagrama de escalera para describirla. 

Respuesia 

Cuando el interruptor de inicio se cierra , la corriente se suministra a 
los solenoides A+ y B+. Esto propicia que las vaivulas cambien dc 
estado y, de esta forma, apliquen prcsion a los cilindros A y B; por Io 
tanto, ambos pistones se extienden. La extension de los dos pistones 
cierran los interruptores Umite a+ y b+. A1 cerrar alimcnta co¬ 
rriente a la bobina del relevador 1, el cual cierra sus contactos y f de 
esta manera, suministra corriente al solenoide C+. Esto propicia que 
C se extienda y, por lo tanto, c+ se cierra: asi la corriente sc alimcnta 
a A- y B- causando que ambos se retraigan. Cuando A se retrae, a- 
se cierra y se aplica corriente a la bobina del relevador 2. Este cierra 
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sus contactos, perniitiendo que la cornente fluya a traves dc C- por 
lo tanto, C se retrae. La secuencia es, de este modo, A+y B+con for¬ 
ma concurrente, C+ } A-y B-concurrentemente, C~. La figura 13 A 1 
describe el diagraina de escalera para la secuencia. 



Figura 13.10 Ejempio 3 



At cerrar el interruptor de inicio se acll- 
van los soienoides A+ y B- 


Al cerrar el interruptor limits a+ se 
activa el relevador 1 


Con los contactos del relevador 1 
cerrados y b+ cerrado, C+ se activa 


Al cerrar el interruptor lirnile c+ se 
activa el A- y B- 


Al cerrar e! interruptor Mmite a- se 
activa el relevador 2 


Al cerrar los contactos del relevador 2 r 
se activa C- 


Bloque que indica el fin del programs 


Figura 13.11 Ejempio 3 
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Microprocesadores como 
controladores 


Controladores logicos 
programables 


LJn microprocesador es un solo componente electronico que contic- 
ne la CPL (por sus siglas cn ingles: central processing unit) de 
una computadora. Un microcontrolador cs nna computadora digital 
eomplcta como un solo componente electronico. De esta forma, estc 
contienc la CPU, la niemona y la entrada salida, I/O (por sus siglas 
en ingles input/output): por ejcmplo, el MC68HC11E1 bene 12 K 
bytes de ROM (por sus siglas en ingles: read-only memory ), 512 
bytes en el chip de EEPROM (por sus siglas cn ingles: electronic 
erasable programmable read-only memory), 12 bytes en el chip de 
RAM (por sus siglas en ingles: random access memory), un sistema 
de temporizacion, circuitos de interfuse, un convertidor analugico 
digital de 8-bits y 38 lincas de entrada salida de proposito general, 
Los microcontroladores son muy usados para control como disposi- 
tivos dedieados embebidos en las aplicaciones; por ejemplo, como 
controladores de la maquina en automoviles o lavadoras de ropa do- 
mesticas. y como controladores dc exposicion y enfoque autoniatico 
en camaras fotograficas, Una forma dedicada de sistema basado cn 
microprocesador que sc usa con amplitud para control, en particular 
para control de procesos diseretos, cs el controlador logico progra- 
mable (PEC, por sus siglas en ingles: programmable logic con fro 
Her) que se estudia con mayor detalie en la siguiente parte dc cstc ca- 
pitulo. 

Para mayores detallcs de la arquitectura v programacion de los 
microprocesadores, se recomiendan al lector los textos Micropro¬ 
cessor Technology de S. Anderson (Newnes, Butter- 
worth-IIeinemann, 1994), Microprocessors: Theory and 
Application de M. Rafiquzzam (Prentice Hall, 1992), The M68IIC11 
Microcontroller de M. Kheir (Prentice Hall, 1997), Programming 
and Interfacing the 8051 Microcontroller de S. Yeralan y A, Ahlu- 
walia (Addison-Weslev, 1993), 


Un controlador logico programable (PLC) cs un microprocesador 
para uso cn control general que emplea memoria programable para 
almacenar instrucciunes e implementar funciones logicas, de se^ 
cuericia, de temporizacion, dc conteo y aritmeticas. El PLC se pro- 
grama de mo do que el programa de control puede ingresar mediante 
un lenguaje sencillo, en general de la forma dc programas de escale- 
ra. Para modificar el programa dc control, el operador solo necesita 
alterar cl programa de escalera. La llgura 13.12 ilustra la forma basi¬ 
cs de un sistema PLC. 

La unidad de entrada/salida proporciona los canales dc enlace en- 
trada/salida a traves de los cuales se concctan los dispositivos de en¬ 
trada como los sensores, y los dispositivos dc salida como los moto- 
res o solcnoides. Cada punto de entrada/salida tiene una direccion 
unica que se puede usar mediante la CPU. Los canales de entrada/sa- 
lida proveen aislamiento y acondicionamiento de la schal, de modo 
que sensores y actuadores con frecuencia se pueden concctar en for¬ 
ma directa a estos sin necesidad dc circuiteria adicional. 
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Figura 13,12 


Entradas como 

interruptores, 

codificadores 


El sistema PLC 



Salidas como 
devanados de 
motorcs t 
solenoides 


La figura 13.13 ilustra la forma basica del canal de enlrada de un 
PLC con un optoacupladurpara aislamiento. Cuando el pulso digital 
pas a a traves del diodo emisor de hi 7 del optoacoplador, se produce 
un pulso de radiacion mfrarroja, al que dctccta un fototransistor y 
presents un aumento de voltaje. Dc esta manera, un pulso digital en 
un circuito Icvanta un pulso digital en otro eircuito; cl cspaeio entrc 
cl diodo emisor de luz y el fototransislor pruduce el aislamiento 
eleclrico. 


Figura 13.13 Canal de entrada de cd 
basico 



Los canales de salida se especifiean como de tipo relcvador, tipo 
transistor o tipo tt iac. Con el de tipo relevador (figura 13.14) la senal 
de salida del PLC se usa para operar un relevador; asp ademas de no 
estar aislado del circuito externo, es capaz dc mane jar coni cute del 
orden de varios amperes cn un circuito externo. Se dispone de estas 
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salidas para manejar cd y ca y soportar cambius subitos de corrienle 
y voltajes transitorios. El de tipo transistor (figura 13d 5) usa un 
transistor para manejar corriente a traves de un circuito externo. Esto 
produce una accion de conmutacion muy rapida, que, sin embargo, 
es solo para manejar cd y sc destruye por sobrecorrientes o voltajes 
de in versa altos. Las salidas de triac, con optoacopiadores para aisla- 
miento, se usan para controlar cargas externas eonectadas a fuentes 
de alimentacion de ca. 


Figura 13.14 Canal de salida tipo 
reievador 


Figura 13.15 Canal de salida tipo 
transistor 



Un PLC corre su programa en forma continua, aclualizandolo 
como resultado de ios cambios en las senales de entrada. Para actua- 
lizar se pueden usar dos metodos: la actualizacion continua y el co- 
piado masivo de las entradas/salidas. Con la actualizacion continua, 
cada uno de los canales de entrada se revisan cn la sccucnc-ia que se 
presenta en el programa, haciendo los cambios en el programa, que 
es la forma de actualizar las salidas. Despues de completar el ciclo 
completo, el programa se repite y cuando una salida se actual iza, 
permanece en ese estado basta que alcanza el siguiente ciclo. Dado 
el tiempo que se invierte cn cucstionar cada una de las entradas en 
Lumo, el lieinpo necesario para completar un ciclo puedc scr compa- 
rativamente largo. Con el coplado masivo de entradas/salidas, estc 
tiempo se reduce. Se asigna un area de memoria como bufer de al- 
macenamiento entre la CPU y la unidad de entrada/salida. A1 iniciar 
el ciclo del programa, la CPU revisa todas las entradas y copia su es¬ 
tado en el bufer dc almacenamiento. A medida que el programa se 
ejecuta, se leen los datos almacenados, se implementan las instruc- 
ciones en el programa y las seflales de salida se guardan en el bufer 
de almacenamiento. Al final del ciclo, todas las salidas se iniplcmen- 
tan con la informa cion en el bufer de almacenamiento. 

La CPU debe scr capaz de identificar cada entrada y salida espe- 
cificas mediante la localization de direccioncs dc cada una. Una di¬ 
rection es, por lo comun, una letra que indica si cs una entrada o una 
salida. y un numero de tres digitos. Es comun usar X o I para entra¬ 
das y YuO para salidas. De este modo, en un PLC Mitsubishi, X400 
podria scr la direction de una entrada y Y430 la de una salida. 
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Programacion de PLC 


Entrada 1 Entrada 2 Salida 



Entrada 1 Salida 



Entrada 2 


b) 

Figura 13.16 Compuertas IGgicas: 
a) AND, b) OR 


En progratnas de PLC es comun usar diagramas de escalera. Cada 
e sea I on en la escalera define una operation y sc lee de izquierda a 
derecha; los escalones en la escalera se lecn de arriba hacia abajo. 
Cada escalon debe imeiar con una entrada o entradas y terminal a] 
menos, con una salida. Cada entrada y salida se identifica por su di¬ 
rection y puede aparecer mas de una vez en el programs. El escalon 
final de un ciclo se indica mediante la instruction FIN (END), 
Aqui se mencionan algunas operacioncs basicas que se pueden 
realizar con un PLC. 

1 Compiler (us logicas AND y OR 

La figura 13.16 muestra como realizar estas compuertas. Con la 
compuerta AND solo hay salida si existen entradas a 1 y 2. Con la 
compuerta OR hay salida cuando existen la entrada 1 o la entrada 
2 . 

2 Seen end as simples 

Estas se pueden produeir si una salida activa una entrada, la cual 
puede a su vez activar la siguiente salida 


Ejemplo 4 

Dibujar un programs mediante un diagrams de escalera para un sis- 
tema neumatico (figura 13.17) con valvulas solenoides dobles que 
controlan dos tilindros de doblc action, A y B, si se usan los inte- 
rruptores limite a- a+ s b- b+ para detectar los movimientos de los 
vastagos de los pistones en los tilindros y la secuencia de activation 
requerida de los tilindros es A+, B+, A-, B- 


Figura 13.17 Ejemplo 4 



Respuesta 

La figura 13.18 muestra un posible programs. En el primer escalon 
se incluye un interrupter de inicio de entrada. De esta mancra, A+ 
solo se presents cuando el interrupter de inicio y el interrupter b- es- 
tan cerrados. Cuando A+se presents, el interrupter a+estd activado, 
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Figura 13.18 Ejemplo 4 


lo ciitil conduce ala salida B+. Esto cierra el interruptorb+y conduce 
a la salida A- cerrando a-y produciendo asi la salida B-. Con lo an¬ 
terior concluye el ciclo y conduce otra vcz al primer escalon, el cual 
cspera que se cierre el interruptor de inicio antes de que se repita. 

3 Entrada de contactos normalmente cerrados 

La figura 13.19a muestra como se preserita una salida cuando no 
hay entrada 1; si la entrada ocurre, la salida desaparece. En la fi¬ 
gura 13.19b la salida se presenta cuando no hay entrada 1, pero 
existe la entrada 2; si la entrada 1 sc presenta, entonccs la salida 
desaparece. 


Entrada 1 Salida , .Entrada 1 Entrada 2 Salida 



Figura 13.19 Entradas de apertura de 
contactos 


Entrada Salida 1 


Figura 13.20 Saiidas multiples 


4 Saiidas multiples 

La figura 13.20 muestra como una entrada se puede usar para 
energizar dos saiidas. 

5 Enclavamiento (latched) 

A menudo se presentan situaciones en las que es necesario man- 
tener una salida energizada, aun cuando la entrada responsable 
de su energization haya desaparecido. Esto se logra con el en¬ 
clavamiento. La figura 13.21 describe el ejemplo de un diagra- 
rna de e seal era con enclavamiento. Cuando la entrada 1 sc pre¬ 
senta se produce una salida; sin embargo, cuando ocurre la 
salida, csta cierra otro conjunto de contactos de entrada, los cua- 
les forman una compuerta logica OR con los contactos de entra¬ 
da. De csta manera, aun si la entrada desaparece, la salida per- 
mancce encendida. La unica forma dc detener la salida es abrir 
los contactos para aplicar una entrada en la entrada 2. 


Entrada 1 Entrada 2 Salida 


Figura 13.21 Enciavamiento 
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Figura 13.22 Ejemplo 5 


Ejemplo 5 

Dibujar un pro grama mediante un diagrama de escalera para un mo¬ 
tor que lo enclavara en encendido cuando se presionc cl botdn inte- 
rmptor de entrada y lo apague cuando se use cl interruptor de paro; la 
lampara de senalizacion indiea si el motor esta apagado o encendido. 

Respuesla 

La figura 13.22 muestra un posible diagrama del program a. Sin en- 
tradaSj la lampara de senalizacion para el motor apagado esta cncen- 
dida. Cuando el interruptor de inicio se cierra - sus comaetos estan 
normalmcntc abiertos ~ se aplica la potencia al motor. Esto enclava 
al motor en encendido. Lo anterior tambien produce una salida en la 
lampara de senalizacion para el motor encendido. Cuando cl inte¬ 
rruptor de paro se abre - sus contactos estan normalmcntc ccrrados - 
la sab da al motor desaparccc y se enciende ia lampara de senaliza¬ 
cion para la potencia apagada. 



Figura 13.23 Uso de un relevador 
interno para salidas multiples 


6 Reievadores in ter nos 

Los PLC ticnen elementos internos que se comportan ccmo re¬ 
ievadores inter nos. Para programacion se puede considcrar que 
estos tienen una salida que puede aparecer en un escalon del pro- 
grama y contactos comn entrada en otro escalon. La figura 
13.23 muestra como se podrian usar reievadores internos para 
iniciar varias salidas diferentes. Cuando cl interruptor de inicio 
sc cierra, cl relevador interno sc cncrgiza. Esto enclava la entra¬ 
da dc inicio y tambien inicia a la salida 1. Esto sen a el suministro 
de potencia a una maquina. Enfonces, la entrada 2 energizara la 
salida 2, la entrada 3 energizara a la salida 3, etcetera. 


Ejemplo 6 

Dibujar un programa mediante un diagrama de escalera para un sis- 
tema neumatico (figura 13.17) con val villas de control solcnoide de 
doble accion y dos cilindros de doble accion, A y B, si los interrup- 
tcres If mite a-, a-i-, b -, b i deteetan los li mites de movimiento dc los 
vastagos de los pistones en los cilindros y se requiere la secuenc-ia A 
-T, B+, A-, B- 

Respuesta 

Esta es una repetition del ejemplo 4 de esle eapilulo, pero usando 
control en cascada. El gmpo I es A+, B+y el grupo Il } R- A--. La fi- 
gura 13.24 describe un posible diagrama para el programa conun re¬ 
levador interno para conmutar entre los dos grupos. Cuando el inte¬ 
rrupter de inicio se cierra, el solenoide A+se cncrgiza. Esto hacc que 
cl interruptor limite a+ sc cierre seguido por el estado B+. Con ello 
cierra al interruptor limite b+ y, de esta manera, energiza la bobina 
del relevador interno. Como resultado R- ocurrc y b- se cierra se¬ 
guido por el estado A- y asi se completa cl ciclo. 
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Figura 13,24 EjemploQ 



Figura 13.25 Tfimporizador 
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7 Temporizadores 

En los PLC los temporizadores se consideran en general como 
relevadores con bobinas, los cuales, cuando se energizan, produ- 
cen el cierre o apertura de contactos de entrada dcspucs dc cicrto 
tiempopreestablecido, Existen diversas formas de temporizado¬ 
res, aunque con PLC pequenos solo hay una forma: los temporf 
zadores con retardo de conexion. Estos se encienden riespnes de 
un retardo particular. Los temporizadores con retardo de desco- 
nexion estan encendidos porun periodo antes de apagarse. Los 
temporizadores de pulso se encienden o apagan por un periodo 
fijo. La figura 13.25 muestra parte del diagrama de un programa 
que involucra un temporizador con retardo dc conexion. Cuando 
hay una entrada, el temporizador se energiza e inicia la iempori- 
zacion. Despues del tiempo preestablecido, sus contactos se cie- 
rran y se presenta la salida. 

Ejemplo7 

Dibujarun programa medi ante un diagrama de e seal era qnc se pueda 
usar para realizar el encendido secuencial de los motores A, B y C de 
modo que cuando el interruptor de inicio se cierre. arranque el motor 
A, 10 s dcspucs arranque cl B y despues de 30 s lo haga el motor C. 

Respuesta 

La figura 13.26 describe el diagrama de un posiblc programa. Cuan¬ 
do el interruptor de arranque sc cierra, el relevador intemo sc energi¬ 
za. Este enclava el arranque, inicia a los temporizadores 1 y 2, y en- 
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Enfratla 1 Resiaurar 


Entrada 2 Contador 


Contador Saiida 


Ffgura 13.27 Contador 



Figura 13.28 Ejemplo 8 


ciende el motor A. El temporizador 1 se preestablece a 10s y ell a los 
30s. Dcspues de 10 s, se cierran los contactos del temporizador lyse 
enciende el motor B, luego de 30 s se enciende el motor C. 


8 Coni adores 

For lo comun los contadores se consideran como relevadores con 
bobinas que cierran o abrcn contactos cuando recibcn ci numero de 
cntradas preestablecidas en la cuenta. Los contadores hacia bajo 
cuentan desde el valor preestablecido hasta cero; los contadores ha¬ 
cia arriba van desde cero hasta un valor preestablecido. La figura 
13.27 muestra los escalones basicos de un diagrama de escalcra con 
un contador hacia abajo. Cuando en la cntrada 1 hay una cntrada, cl 
contador se restaura a su valor preestablecido. Cada entrada en la cn¬ 
trada 2 hace que se suslraiga un 1 del valor del contador. Esto conti- 
nua hasta que el contador alcanza ci valor de cero, entonces sus con¬ 
tactos se cierran y hay una saiida. 


Ejemplo 8 

Dibujar un pro grama mediante un diagrama dc esealera el que de la 
secuencia A+, A-, A+, A- A+, A- A+, A-, B+, C+, C-para cl 
sistcma ncumatico que se ilustra en la figura 13.17. 

Respites ta 

La secuencia A+, A- se repite cuatro veces y para esta se puede usur 
un contador. La figura 13.28 muestra cl diagrama del programa. 
Cuando cl interruptor de micio se cierra, con a-ccrrado, se presenta 
A+. Esto cierra el interruptor a+y produce el estado A- A1 cerrar el 
interruptor de inicio, el contador se restaura a su valor preestabJeei- 
do de 4 Cuando se presenta a-, el contador incrementa su cucnta, El 
ciclo del programa se manticnc cn repeticion por si mismo y genera 
A-h A- hasta que los contactos del contador sc cierran y ocurre B+, 
Lo cual sucede despues de que este ha recibido cuatro entradas del 
interruptor Hrnite a-. El programa entonces continua a traves de los 
otros escalones. 


9 Registros de corrimiento 

Los relevadores internos almacenan information en forma de es- 
tados encendidn-apagado, es decir, bits. El registro de corrimiento 
cs un grupo de relevadores internos en los que los bits sc pueden re- 
correr de un relevador a otro. Dc esta manera, suponga que hay ocho 
relevadores internos con cstados cnccndido-apagado de 010110 01. 
Si se tiene una entrada de 1 al primer registro junto cori una senal dc 
corrimiento, los demas bits se mueven a lo largo una position, el ul¬ 
timo bit se desbordara y perdera. De esta forma, ahora se tiene 
1010110 0. El agrupamiento de relevadores internos para formar un 
registro de corrimiento sc hace de manera automatica con un PLC 
cuando sc sclccciona la funcion de registro de corrimiento. 
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Ejempio9 

Dibujar un pro grama me di ante un diagram a de escalcra quc propor¬ 
tion e la secuencia A-t-, B+, A- B- para el si sterna neumatico que 
describe en la figura 13.17. 

Respuesta 

La figura 13.29 muestra el diagrama de escalera del programs con 
un registro de corrimiento. El grupo de relevadores internos que se 
usan para el registro son de RI1 hasta RI4, Cuando el intcrruptor de 
inicio se cierra, en cl primer relevador del registro hay una entrada 
de 4-bits para dar 1000. Cuando hay una entrada de cualesquiera de 
los interruptores Hmite, ocurre la operacion de corrimiento. Ed rclc- 
vador interno esta ahi para asegurar que eada uno de los interrupto¬ 
res Hmite solo produce un pulso de corta duracion. De este modo, 
cuando el primer interruptor Hmite se cierra, el registro se conviertc 
cnOlOO; cuando cl siguiente intermptor If mite sc cierra, cl registro 
se convierte en 0 01 0; y cuando el siguiente intermptor se cierra, el 
registro se convierte en 0 0 01, For lo tanto, cada una de las salidas se 
presenta en secuencia. 



Figura 13.29 Ejemplo 9 
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Problemas 


Figura 13.30 

Problema 1 


Figura 13.31 

Problema 2 


Para mayores detalles re lac ion ados con los controladorcs ldgicos 
programables se sugieren los siguientes textos: Programmable Lo¬ 
gic Controllers de W. Bolton (Newnes, Butterworth-IIeineniann, 
1996) y Programmable Controllers: Operation and Application dc 
I.G. Warnock (Prentice Hall, 1988). 


1 Escribir los enunciados que describan la secuencia de operacio- 
nes que muestran las seccioncs de los diagramas dc funciones de 
Ja figura 13.30. 

2 Escribir los enunciados que describen la secuencia de operacio- 
nes que ilustran las secciones de los diagramas de funciones ia 
figura 13.31. 

3 Escribir los enunciados que describen la secuencia dc operacio- 
nes que muestra la carta de tiempos dc la figura 13.32. 



b) 


Interruptor 1 


Interrupter 2 


Bomba 1 


Bomba 2 




Interruptor 1 

! I 



b) 


Interruptor 2 Bomba 1 



Interruptor 1 


c) 



Figura 13.32 Problema 3 


Tiempo en seyuiKJos 
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Entrada 1 Entrada 2 Salida 




Entrada 1 Entrada l Salida 



c) 


Figura 13.33 Problems 6 


4 Explioar eomo se puede modificar el circuito neumalico de la fi- 
gura 13.6 para obtener una secuencia A+, B+, B- A-. 

5 Explicar como se puede modificar el circuito ncumatico quc 
llustra la figura 13.8 para dar una secuencia A+, B+, A- B- 

6 ^Cuales son las condiciones quc debcn existir para que haya sa- 
lidas para ios cscalones del diagrams de escalera quc muestra la 
figura 13.33? 

7 Dibujar los escalones de un diagrams de escalera de programas 
que se puedan usar en PLC para llevar a cabo las siguientes se- 
cuencias; 

a) Enccndcr un motor con un intcrruptor dc boton dc presion de 
maiiera que el motor pennanezca encendido liasta que se pul¬ 
se otro interruptor de boton de presion. 

b) Encender un motor despues de 30 s y otro despues de 80 s. 

c) Encender una bomba por 10 s y apagarla. 

d) Encender una salida A despues de la entrada de 5 puisos y una 
salida B despues de la entrada dc 8 puisos, 

e) Encender una lampara de senalizacion euando la bomba esle 
encendida y la serial dc un medidor de presion tambien esie 
encendida para indicar una presion satis factor ia. 

j) Encender una lampara de aviso si cl nivel de agua empieza a 
derramarse y deja dc enviar una scnal de entrada o si la tem- 
peratura aumenta y el sensor de temp era tura da una senal. 

8 Para tres cilindros neumaticos, A, B y C, eon val vulas e inLerrup- 
torcs limite que detecten la extension o rctraccidn de cada uno 
de los pistones (un arreglo similar al de la figura 13.10), forme 
el diagramade escalera de un programa quc de la secuencia A+y 
B+ concurrentemente, C+, A- y B- concurrcntcmcntc, C-. 




Introduccion 


Computadoras en control 



Control digital directo 


L'na computadora digital consta de Ires componentesprincipales: la 
unidad de procesamiento central (CPU pnr sus siglas en ingles: cen¬ 
tral processing unit), memoria para programas y datos, y ei sistcma 
de entrada/salida (I/O por sus siglas en ingles: input!output). La 
CPU controls el flujo de informaeion cntre los componentes y pro¬ 
cess los datos. En este capitulo se cstudia el control digital directo 
mcdiante el uso de computadoras y en el capitulo 1la transforma- 
da-z, un metodo para analizar estos sistemas. 


El termino control digital directo (DDC por sus siglas en ingles: di¬ 
rect digital control) se us a cuando la computadora esUi en lazo de 
realimentacion o en lazos de sistemas de control (figura 14.1) c 
iinplemenlan la ley de control para el sistema. La computadora tiene 
como cntradas el punto de ajustc requerido y la realimentacion de la 
salida medida, la cual produce una salida que es la sefiul que maneja 
cl clcmento dc correction. Debido a que se trata de una computadora 
digital, las entradas y salidas son sefiales digitales. Si se rcquiricran 
senales analogical entonces habria una conversion usando converti- 
dores analogico a digital para las entradas y convertidorcs digital a 
analogico para las salidas. 


Entrada del 



Figura 14.1 Controf digital directo 
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La computadora podria programarse para realizar el control de 
procesos discretos, cs decir, control de secuencia, y encendido o 
apagado de salidas dc acucrdo con eventos o ticmpo. Esta sc podria 
usar para control continuo, si la lev dc control se implementa en la 
computadora a partir de un pro grama de software; cstc program a se 
diseria para lograr quo la computadora ejecute las fund ones matc- 
maticas requeridas. por ejemplo, controi FID. 

El control digital directo se puedc aplicar a sistemas de un solo 
iazo de reafi mentation o a sistemas grandes que involucran cicntos 
de lazos dc real mien Lac ion. Lus lazos pueden estar en cascada. con 
la saliria o senal de correccion de un lazo que actiia cotno el punto de 
ajustepara otro lazo; la figura 14.2 mnestra la forma basica de dicho 
sistema en cascada. 



Figura 14.2 Control en cascada 


Podria haber muchos interruptores condicionalcs para alterar las 
concxioncs dc las scnales. Por ejemplo, podria haber varios sensores 
de temperatura en un proceso dc temperatura controlada, cada uno 
con su propio lazo de rcalimentaciun a la computadora; el control sc 
podria ejecutar de acuerdo con cl lazo de realimcntacion. cuyo sen¬ 
sor indique la temperatura mas alta — conmutado conditional. 

El control digital directo no se limita a un control de sistemas con 
un solo lazo sino que sc puede usar para implementar tecnicas como 
control inferential, control prealimentado y control adaptable. 

Con el controi inferencial el dememo de medicion no realimenta 
la variable controlada; en su lugar. realimenta otra cantidad, a partir 
de la cual el controlador debe inferir el valor dc la variable controla¬ 
da. Por ejemplo, cn el control de composicion quimica en una planta 
de procesos quimicos, la composicion sc puede inferir a partir dc una 
medicion de la temperatura del punto de ebullition. 

El control prealimentado trabaja con base en la medicion de las 
perturbaciones al sistema, no a traves dc la medicion de las salidas 
(figura 14,3). Esto puede tener una respuesta mas rapida que cl con¬ 
trol realimentado pucs no se pierde tiempo cn esperar a que el siste¬ 
ma reaccionc a las perturbaciones antes de que el control se ejecute. 
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Figura 14.3 Control preaiimentado 


Perturbaciones 



Vnior rio ajuste 


El control adaptable requiere quo cl sistema adapte en forma au¬ 
tomata su cstrategia de control para haccr frente a una situacion. 
Los sistemas de control adaptable pueden haccrse de varias mane- 
ras; las ires mas comunes son; 

1 Control med unite ganancia preprogram a da 

Con el control mediante ganancia preprogramada (figura 14.4) 
los cambios en la icy dc control elegida. corao es la ganancia de 
una ley de control proporcionai, se hacen con base cn los cam¬ 
bios de alguna medicidn auxiiiar de la variable controlada. 

2 Control mediante autosintonizaeion 

Con autosintonizaeion (figura 14.5) cl sistema sintonsza de ma¬ 
il era eontinua sus propios parametros. 


Medicibm auxiiiar 


Figura 14.4 Control mediante 
ganancia preprogramada 



Estimation de 
parametros 



Figura 14.5 Control mediante 
autosintonizaeion 
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Figura 14.6 Control mediante un 
modelo de referenda 


3 Control mediante un modelo de referencia 

Con sistemas adaptablcs mediante un modelo de referencia (fi¬ 
gure 14.6) se desarrolla un modelo exaclo del sistema y el valor 
de ajuste se usa como entrada al sistema real y al modelo; la dif'c- 
rencia entre la salida real y la salida del modelo se monitorca y 
se usa para ajustar los parametros del controlador. 


Ejemplos de control digital Siguiendo los cjemplos de sistemas de control descritos en el capitu- 

di rec t° lo 12 para el control de motores, la figura 14.7 muestra como podria 

control arse mediante computadoras la vc loci dad de los motores; las 
computadoras a menudo son scncillamente un microconlrolador, 

En la figura 14.7a la senal de rcalimentacion provicne de un taco- 
generador que produce una senal analogica. Dc esta mancra, antes 
de que la senal se pueda procesar por computadora, esta se debe con¬ 
verts a una senal digital mediante un convertidor analogico a digital. 
De igual manera, la salida de la computadora sc debe convertir de di¬ 
gital a analogica mediante un convertidor de digital a analogico, asi 
esta puede controlar la velocidad del motor mediante el control de la 
corriente de armadura. 

En la figura 14.76 la senal de realimentacion proviene de un codi- 
iieador, de modo que esta es digital. Se nccesita la conversion de 
codigo para poncrlo cn forma adecuada para la entrada a la cumputa- 
dora. 

En la figura 14.7c la velocidad del motor se controla mediante 
modulacidn por ancho de pulso. Esta se puede controlar en forma di¬ 
recta desde la salida de la computadora, de modo que no se requicrc 
convertidor dc digital a analogico. Algunos microcontroladorcs, por 
ejemplo, ci M68HC11, conticnen en el chip circuitos que generan de 
manera directa la senal de modulacion por ancho de pulso. 
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Figura 14.6 Control mediante un 
modelo de referenda 


3 Control mediante un modelo de referencia 

Con sistemas adaptablcs mediante un modelo de referencia (fi¬ 
gure 14.6) se desarrolla un modelo exaclo del sistema y el valor 
de ajuste se usa como entrada al sistema real y al modelo; la dif'c- 
rencia entre la salida real y la salida del modelo se monitorca y 
se usa para ajustar los parametros del controlador. 


Ejemplos de control digital Siguiendo los cjemplos de sistemas de control descritos en el capitu- 

di rec t° lo 12 para el control de motores, la figura 14.7 muestra como podria 

control arse mediante computadoras la vc loci dad de los motores; las 
computadoras a menudo son scncillamente un microconlrolador, 

En la figura 14.7a la senal de rcalimentacion provicne de un taco- 
generador que produce una senal analogica. Dc esta mancra, antes 
de que la senal se pueda procesar por computadora, esta se debe con¬ 
verts a una senal digital mediante un convertidor analogico a digital. 
De igual manera, la salida de la computadora sc debe convertir de di¬ 
gital a analogica mediante un convertidor de digital a analogico, asi 
esta puede controlar la velocidad del motor mediante el control de la 
corriente de armadura. 

En la figura 14.76 la senal de realimentacion proviene de un codi- 
iieador, de modo que esta es digital. Se nccesita la conversion de 
codigo para poncrlo cn forma adecuada para la entrada a la cumputa- 
dora. 

En la figura 14.7c la velocidad del motor se controla mediante 
modulacidn por ancho de pulso. Esta se puede controlar en forma di¬ 
recta desde la salida de la computadora, de modo que no se requicrc 
convertidor dc digital a analogico. Algunos microcontroladorcs, por 
ejemplo, ci M68HC11, conticnen en el chip circuitos que generan de 
manera directa la senal de modulacion por ancho de pulso. 



Ejemplos de control digital directo 333 



Serial analogies 



Senal digital 


to) 



Ssnal digital 




Figura 14.7 Control dc velocidad para 
motor de cd 


La iigura 14.8 muestra un diagrama dc flujo que describe cl pro- 
grama para los tipos de arreglo que muestra la figura 14.7. El valor 
de ajuste ingresa a la memoria de la computadora y se copia en otro 
lugar dentro de la misma, donde puede variar para eonvertirse en la 
entrada al sistema motor. La velocidad del motor se lee cadaO.5 s y cl 
valor se eompara con el valor de entrada al motor en la memoria de 
la computadora. Si el valor es men or, entonces el valor en memoria 
se incremcnta; si es mayor, se reduce. 
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Figura 14.8 Diagrama de flujo para el 
programa 



Problemas 


1 Explicar que signifies a) control digital directo, b) control en 
cascada, c) control infercncial, d) control adaptable. 




La transformada z 


Introducdon Las computadoras digitalcs lienen entradas y salidas dc serialcs que 

no son funciones del liernpo uoiilinuo sino una secuencia de pulsos, 
Una forma practica de considerar estas seriales es como senates con- 
tinuas del tiempo que se ban muestreado a intervalos regulares; las 
muestras, entonces. constituyen una secucncia en tiempo discrete. 
En efecto, csto podria scr como se han producido. Este eapitulo trata 
el enfoque de muestreo para desarrollar la transformada ", una ma- 
nera de determinar el coinponamiento de sisiemas si.ijd.os a entradas 
dc senates en tiempo discreto. 


Si Stem as de datos Cortsidcrc una forma de dates inucs tic ados de un si sterna de control 

muestreados donde se lisa nn microprocesador para implemcntar la accion de 

control (figura 15.1). La entrada al sistema es una serial analogica, la 
cual se convicrtc cn una serial en tiempo discreto mediante un con- 
vertidor analogico a digital (ADC, por sus siglas cn ingles: analogue 
to digital converter ). El microprocesador aplica la ley dc control o 
estrategia, como la determina su programa, y su salida se convierle 
entonces cn una serial analogica mediante un convert!dor digital a 
analogico (DAC por sus siglas en ingles: digital to analogue conver¬ 
ter). La serial analogica resultante se puede usar para manejar la uni- 
dad de corrcceion y asi controlar la planta variable. 


Serial analogica Serial discrete Serial discreta Sena! analogica Salida 



Figura 15.1 Sistema de datos 
muestreados 
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Tiempo 


Un reloj alimenla un pul so cada 7 segundos. Cada vez quc el 
ADC reeibe un pulso, este muestrea la serial de error; de esta manera, 
T es el periodo de muestreo (figura 15.2). La entrada al microproce- 
sador es, entonces, una scric de pulsos. Para indicar que senates va- 
nan de manera continua con el tiempo y cuales son muestreadas, se 
usa un asterisco para todas estas. A si, la serial antes del ADC se pue- 
de representar mediante /(/), io que indica que es una serial en tiem¬ 
po continuo, mientras que despues del ADC, cuando la serial se ha 
mucstreado y convertido a una serial cn tiempo discreto, la represen¬ 
tation simbolica es /* (/). 

Considere una serial en tiempo continuo, f (/)., que se muestrea cn 
los tieinpos 0, 7, 2 7, 37, 47, etcetera (figura 15.2), donde T es el pe¬ 
riodo de muestreo. Sc toma el valor de /(f) en un intervalo corto. At, 
lo suficientemente pequeno para que cada componcntc dc la serial 
mucstrcada sc considere de magnitud constante durante el tiempo 
que se toma la niuestra. La salida, es de este modo, una serie de pul¬ 
sos a intervalos regulares, y la altura del pulso cn 0, 7, 2 T, 37, 47,.. 
kT es una medida de la magnitud de la schal en tiempo continuo, 
/(/}, en cse tiempo. La serie de pulsos hasta cierto tiempo kT, se 
puede representar como 


fit = 0), fit = 17), fit - 27), f{t = 37), ...,/(/ = kT) 


Figura 15.2 E! proceso de muestreo 

donde/(/ =0)es el valor de la funcion cn i = 0;/(f = 17), el valor en 
i = 17, etcetera. De manera mas concisa se puede eseribir como 


/(0),/(17),/(27),/(37),...,/(A7) 


HO 

i 


0 f 

a} 

no 

1 r . 


6) 


0 2 T 


t 


donde k es un entero que indica el numero en la secuencia de los im- 
pulsus. 

El termino matematico secuencia se usa para un conjunto dc can- 
tidades establecidas en orden definido. La secuencia se puede deno¬ 
tar como f[kT\ donde k solo puede tomar valorcs cntcros; observe 
quc cl uso dc los corchetes \ ] es para distinguir esta de la funcion de 
una cantidad que varia dc manera continua. Es comun denotar esta 
secuencia de senates digitales solo como f[k \ con lo cual queda irn- 
plicito el muestreo a intervalos regulares de T. 

Considere una serial de entrada analogica que solo es un impulso 
unitario en / = 0. La salida muestreada sc represents en la figura 
15.3a y cs un solo pulso en / = 0. La secuencia de pulsos es, enlonces 


I, 0, 0, 


Figura 15.3 Impulsos unitarios en: 
a)f -0 f y bjf =27 
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Figura 15.4 Escaion unitario 


Un impulso unitario en t = 0 se puedc denotar por/[0]<5(f)- Puesto 
que /[0] = 1, esto es, 1 (3(f). Para un impulso en t = 27 (figura 15.3/;) 
la serie de pulsos es 


0 , 0 , 1 , 0 , ..,0 


y sc puede representar como f[2T]d(t - 2T). El 6{t -2 7) indica que 
la funcion impulso d(7) se presenta en / - 2T. 

Para una funcion en tiempo continuo f(t), la cual es un escaion 
unitario en t =0 (figura 15.4), la serie de pulsos que produce es: 


1,1,1,1.1 



Esta secuencia de impulsos es solo la suina de los impulsos en t = 0, 
t=\T,t - 27. etcetera, y por eilo sc puede representar como 


1 <5(0,1 d(t - 17), 1 <50 - 27), 1 <5(7 - 3 T ),... 


Para una funcion cn tiempo continuo, /(0, la cual es una rampa con 
pendiente que se incrementa dc 1 cn 1 por cada periodo de mueslrco 
(figura 15.5), la serie de pulsos que produce es 


Figura 15.5 Rampa 


0, 1, 2, 3,* 


Esta sccuencia de impulsos cs solo la suma de los impulsos en t = (X 
t - 17’. t = 27, etcetera, y por ello sc puede representar como 


0 <5(0,1 d(t - IT), 2 d(t - 2T\ 3 6{t - 37’),... 


Cualquiera que sea la forma de la funcion en tiempo continuo, la 
serial de datos muestreados es una serie de impulsos donde J [0] se 
presenta en Oy se escribe como /[0]<5(O, /[l] es un impulso retrasa- 
do en un tiempo 17 y se escribe como/[l]<5(/ -17), / [ 2\ un impulso 
retrasado cn un tiempo 27 y se escribe como /[2]<5(f - 27); /'[31 un 
impulso retrasado en un tiempo 37 y se escribe como /[3]<5(/ -37), 
etcetera. De esta forma, la senal de datos muestreados se puedc es- 
cribir como 


f (0 = /[0]t5(r) +f[\]d(t - ID + .f\2]d{t -2T) + /[3]t5(/ - 3 T) 

+ ...+f[k]6{t-kT) [1] 
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Ejemplo 1 

Para la serial en tiempo continuo quc ilustra la figura 15.6, establecer 
los valorcs de los pulsos que produeirian nasia k =3 para un ADC 
con un periodo de muestreo, 7\ dc 1 s. 

Respuesia 

En k = 0, es dccir. t =0, f(i) = 4. En k = l cs decir, r = 17', f(t) -2. 
En k= 2, es dccir, t-2T, /(/) = ]. En k =3, es decir, r=37\ 
/ (r) =0.5. De esta man era, la senal en tiempo discrete es una seric 
de irnpi.il sos 


Figura 15.6 Ejemplo 1 


4(5(0, 2<5(/ - \T\\d(t-2T\ 0 .56(r -30 ,... 


Procesamiento de seriates 
en tiempo discrete 


Entrada 

-► 


1 ~~ 
Ruiardo dc 

Salida 

| tinmpo unitario 



k-esimo pulso [k - 1}-esimu pulso 


Figura 15.7 Retardo de tiempo 
unitario 


En un sistema dc procesamiento de senales cn tiempo discrete existe 
la entrada de una secuencia dc pulsos y una salida de pulsos. En cier- 
to instante la salida la calcula el sislema como resultado dc procesar 
el pul so presente y Ins pulsos previos en la entrada y quiza los pulsos 
previos en la salida. For ejemplo, en un instante particular se podria 
tencr una entrada de pulsos x[k] dc una secuencia, El pro gram a que 
sc usa con el microproccsador podria leer estc valor v adicionarlo al 
valor de salida previo - l]para dar la salida requerida, j(£]. Esta 
operation sc puede representar medianre la ecuacion 



Figura 15.8 Diagrams de bloques con 
realimentacion 


Salida 





[ 2 ] 


Dicha ecuacion se denomina ecuacion en diferencias y proporciona 
la relation outre la salida y la entrada para un sistema en tiempo dis- 
crcto; cs comparable a la ecuacion diferencial que se usa con siste- 
mas en tiempo continuo para rcladonar la salida y la entrada. 

Estas ecuaciones se pueden representar mediante diagramas dc 
bloques que involucran bloques funcionales basicos de pantos suma, 
de amplification y el de retardo de tiempo unitario; este ultimo es el 
quc ticne una entrada del k-esimo pulso de una secuencia en tiempo 
discrete y una salida del pulso retardado, es decir. cl (k -1 )-esimo 
pulso (figura 15.7). 

La figura 15.8 muestra la representation mediante un diagrama 
de bloques dc la ecuacion [2]. La entrada, x> que es una senal discrete 
particular, x[k\ se adiciona a la salida, y, con un retardo de una uni- 
dad dc tiempo, es decir, )[k - 1J El sistema es un sistema realimen- 
tado. La figura 15.9 describe un sistema prealimentado y represents 
la ecuacion en diferencias: 


Figura 15.9 Diagrama de bloques con 
prealimentacion 



Procesamfenlo de senales en tiempo discreto 339 


Figura 15.10 Diagrama de bloques 
con amplificacion 







La entrada, x, quc cs una serial discreta particular, a [A], se adiciona a 
la entrada, a, con un rctardo dc una unidad de tiempo, es decir, 
x[k - 1] Para ilustrar el efecto de la amplificacion, cons id ere la ecua- 
cion [2] modificada a 


vf k 1 = q>{ k — 1] + _v[A ] 


donde a es algun numero. El diagrama de bloques entonces se com 
vierte en el que muestra la figura 15.10. La serial de realimentacion 
de la salidacon unretardo de una unidad de tiempo sc ampHfica mc- 
diantc a antes de que esta se adicione a la entrada. 

La figura 15.11 ilustra cl diagrama de bloques que representa la 
ecuacion en diferenrias: 


y[k ] = x[k ] - ay{k - 1] - Zn(/c - 2] 


[4] 



Figura 15.11 Diagrama de bloques de y[k]-ay[k - 1 }-by[k -21 
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La entrada, x[k\ se sustrae de la serial de salida con un retardo de una 
unidad de tiempo, y[k - 1J multiplicada por a y la senal de salida con 
un retardo de dos unidades de tiempo, y[k -2] multiplicada por b. 

Sc puede general' una ecuacion en diferencias, que produce una 
salida similar a la salida que se obtiene al integrar ia serial en tiempo 
continuo. Con la integracion, el cambio en la salida de y[k -1] a ;{£] 
se puede aproximar mediante el area, Tx[k j (figura 15.12a), donde T 
es el periodo de muestreo. De esta manera, la aproximacion en tiem¬ 
po discreto a la integracion esta dada por la ecuacion en diferencias 


tik] = y{k-l] + Tx\k] [5] 

Una mejor aproximacion es considcrar una area trapezoidal (figura 
15.12/?). El area es T{x[k -1] + v[£]) y, de esta manera 


y{k] = y{k-l\ + y 2 TU[k-l]+x[k]) 


[ 6 ] 


Figura 15.12 integracion: 

a) aproximacion rectangular, 

b) aproximacion trapezoidal, 


Esta se eonoce cuinu aproximacion de Tux tin. 

La diferenciacion se puede aproximar al determinar el gradien- 
te de la linea que une a dos muestras de entrada adyacentes (fi¬ 
gura 15.13). De este modo. la salida, }{k\ es aproximadamente 
(*[£]--l])/r. Por lo tanto, la ecuacion cn diferencias que rc- 
presenta la diferenciacion es 




*[* - 1 ] 


x[k] 


^ Razdn de 
cambin de 
ia entrada 


◄ ► 

T 

Figura 15.13 Gradients 


y{k} = (x[k}-x[k-\])/T 




[7] 


Ejemplo 2 

Un proccso esta def nido mediante la ecuacion cn diferencias 


ylk^xW + yik-l^O.Syik-l] 


Si la entrada cs una onda scnoidal mucstrcada, dc modo que para 
h - 0,1,2,3,... se tiene la secuencia de 


0.5,1.0,0,5, -0.5, -1.0, -0,5,0.5,1.0,0.5, -0.5, -1.0, -0.5, etcetera 


donde todos los valores son cero para valores de k negatives, deter¬ 
minar la salida del sistema. 
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Respites ta 

El valor dc la salida >(0] es a[ 0] - >{-l] -05>{-2]. Suponga quc an¬ 
tes de A'[0] no habia salida, entonces se Uene quo >{0] = x[0] = 05. El 
valor de la salida >{1] es x[l] + >{0] - ] = 1.0 + 0.5 = 1.5. El va¬ 

lor de la salida >(2] es a[ 2]+>{!]-0.5 v[0] = 0.5 +1.5 -0.25 =1.75. 
El valor de la salida y[ 3] es.v[3] + v{2]-0.5>(1] = -0.5 i 1.75 — 
0.75 = 05. A1 continuar de esta manera sc obticnc la secuencia de sa¬ 
lida 


0.5.1.5,1.75,05,-1.37, -2.12, -0.94,1.12,2.09,1.03, etcetera. 


Reten de orden cero 



t 


La salida de un controlador digital es una serial digital codificada cn 
binario que puede convertirse en una serial cn ticmpo continuo. Un 
convcrtidor digital a analogico (DAC) convierte una senal codifica- 
da en binario en impulso cuya magnitud esta relacionada con el cbdi- 
go binario. De esta manera, la entrada, que es una serial codificada 
en binario, se convierte en una secuencia de impulsos cuyo intervalo 
entre impulsos sucesivos es el tiempo de muestreo y sus magnitudes 
estan relacionadas con la magnitud de la senal en los tiempos consi- 
derados. Una senal en tiempo continuo se reconslruye a partir dc una 
senal en tiempo discreto mediante la retencion del DAC del valor 
previo de un impulso hasta que llcga el siguiente impulso converti- 
do. El resultado es una senal analogies en forma de escalera (figura 
15.14); los dispositivos que usan estc metodo para producir una se¬ 
rial cn tiempo continuo se los denominan reten de orden cero (ZOH 
por sus siglas en ingles; zero-order hold). 

Con un reten de orden cero, con nn impulso uni lario como entrada 
da lugar a un pulso de magnitud unitaria cuyo ancho es el tiempo de 
muestreo, T (figura 15.15a). Dicho pulso se puede considerar como 
la suma de dos senates escalon; una dc cilas inicia en f - 0 con altura 
positiva de 1 y otra que inicia en t - T con altura negaliva de 1 (figura 
15.15b). Puesto que la transformada de Laplace de un escalon nnita- 
rio es 1 / sy imo que empieza con retardo de T unidades de tiempo, la 
transformada de Laplace del escalon con retardo se multiplica por 
e~ sT (vea el capitulo 4), asi, la salida del elemento reten dc orden 
cero es 


0 IT 27 37 47 57 

f 


1 c~ fs _ 1 ~t~ Ts 
s s s 

Puesto que la entrada es un impulso unitario, la transformada de La¬ 
place es 1, la funcion de transference, (7(5), para cl reten de orden 
cero es 


Figura 15.14 Salida analogica de un 
DAC con retbn de orden cero 


C(s) = 


1 - 


-Ts 


S 


[«] 
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Entrada 

1 

Salida 

1 


Salida 

■rl 

Escalon unitario 
positivo en t = 0 


n 


Impulso como la suma 
do Jos dos cscaloncs 

0 

f 0 7 

- u 

f i 

-t : 


T t 

EscaJon unitario 


negativo en t - T 


a) 


t>) 


cj 


Figura 15.15 a) Entrada de impulso unitario a un ZOH, b) salida del ZOH, c) salida 
equivalents a dos escalones 


La transformada z 


La funcion que describe una secuencia de impulsos se puede escribir 
como (ecuacion [1]) 


f {t)=md{t)+f[l\d{t-\T)+fl2]d(t - 2 T) 
- f[3]6(i- 3T) -.,. + f[k]6(t - kT) 


La transformada de Laplace de un impulso en / = 0 es 1; en el tiempo 
1 T. ?~ Ts ; en el tiempo 27f e~“''L en el tiempo 37f e”' 7 / etcetera. De 
esta manera, la transformada do Laplace dc una funcion/ (/) mucs- 
trcada cs 


Jif (t)} = F (s) 


= /[0]i+/[i> _7i +/PK 27i +/PK 371 + ... 

+f[k]e- kn 


- V/UJc' 

0 


M se nace z - e ' . es < 


--In: 

T 


[9] 


entonces Ja ecuacion anterior se puede escribir como 

+/[2l~ -2 +/[3]r _;l -H.,. +f[k]z~ 
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= J/[fc]z' 1 [io] 

k—0 



Figura 15.16 Funcion escalon 
unitario muestreada 


F* (v), con = (1 / T) In z, sc denomina transformada dc la secuen- 
cia de impulsos y se escribe como 2{f(k)} - F(z). Observe que 
cada periodo de retardo da como resultado un impulso que se niulti- 
plica por iT 1 . 

Coasidere la transformada z de un escalon unitario muestreada 
(figura 15.16), el cual tiene/(0 - lpara todos losvalores de t mayo- 
res que 0 De esta forma, segun la ecuacion [101 

F (z) - /[0] + f[\]z~ ] + f[2]z~ 2 +/[3]z- 3 +... 

= lz°+lz' 1 +lz- 2 +lz- 3 +... [11] 


Esta serie se puede expresar en forma cerrada. La ecuaciun [11] es 
una seric gcometrica de la forma 1 tX + i +. - ■ con ^ suma hasta in- 
finilo, dado que la seric converge (es decir, | x |< 1) a 1 /(I - x). De esta 
manera, si se escribe 1 iz cn lugar de x 


F(z)- 


1 


[ 12 ] 


F{f) 

87 

67 
AT 
27 
0 

0 \T 27 37 47 57 67 
t 

Figura 15,17 Rampa muestreada 



dado que ! z |> 1. 

Considers la transformada z de una funcion rampa muestreada , 
/(0 = / (figura 15.17). La ccuacion [10] da como resultado 

F(z) = 0 + Tz~ ] + 2 Tz~ 2 +3 7z' 3 +... 

Esto se puede escribir como 

Fiil = \+2z- ] +lz- 2 +... [13] 

T 


Sc puede usar el teorema binomial de - x) para obtener una serie 
de la forma 1 + 2.x + 3.x 2 + .... Por lo tanto, dado que \z |> ], la ecua- 
ci6n [13] da por resultado 

&(.*) _ 1 

T (1-1/z) 2 


y asr: 


F(z) 


Tz 

(z-1) 2 


[14] 
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En analisis anteriores se considero la transformada z para una serial 
en tiempo continue) muestreada cuando se conocia la funcion que 
describia la serial. Ahora se considera la transformada z para una se¬ 
rial en tiempo discrcto* la cual solo se e specific a en terminos dc una 
sccucncia de pulsos regularmente espaciados. Considere la secuen- 
cia 1,1,1,1,1,1, ... la cual se puede escribir como f[k] = 1, La transfor¬ 
mada z es la suma de las transformadas de la secuencia de impulsos. 
De esta forma, con base en la ecuacion [10]: 


F(2) = /[0] + /[1]z^ +f[2\z- 7 +/[3]z -3 + ... 

= lz° +\z~ l +\z~ 2 +lz"’ [15] 


Esta serie se puede expresar en forma cerrada . La ecuacion [15] es 
una serie geom6trica de la forma l+x+x 2 +... con la suma hasta in¬ 
finite, dado que la serie converge (es decir, | x |< 1) a 1/(1 -x). De esta 
manera, si se escribe 1 iz en lugar de x 


F(z) 


l-(l/z) 


z — 1 


[16] 


dado que | z j> 1. 

Suponga que en lugar de la secuencia 1, 1,1,1, 1, ... se tuviera 0, 1, 1,1, 
1, ..., la transformada z scria: 


F(z) = /[0]+/[l>- 1 +/[2]z -2 +/[3]z" 3 +... 

- 0z° + lz 1 + lz" 2 + lz -3 + ... [17] 


Esta solo es la transformada z dc 1,f 1, 1,1,... muJtiplicada por z _1 , 
Por lo tanto, puesto que 0,1, 1, \, 1,... solo es 1,1,1, 1,1,... retardada por 
un intervalo de muestreo, la multiplicacion por z -1 denota el retardo 
de un intervalo de muestreo. 

Considere la transformada z de una serial en tiempo discrete dada 
por la secuencia a 0 , a ] ,a 2 , a 3 , ..es decir, f[k] = a k , donde a es 
una constante. La transformada z cs la suma de las transformadas de 
la secuencia de impulsos. De esta manera, con la ecuacion [10] 


FO)=m+m^ 1 +/pk 2 +/p]z- 3 +... 


■ a° + a 1 z 1 + a 2 z 2 + a 2 z 3 +. 


[18] 
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Uso de la transformada z 


Esta serie se puede expresar en forma cerrada. La ecuacion [ 18j es 
una scrie geometrica de la forma 1 4- ax + a 2 x 2 4- ... con la suma has- 
ta infimio, dado quc la scric converge (cs deeir, j x |< 1) a 1 /(1 - ax\ 
For lo tanto, si se escribe 1 iz en lugar de x 


F(z) 


1 


\- a{\i z) 


z 


z “ a 


[19] 


dado quc I z > a. 


Ejemplo 3 

Detenninar la transformada z de las siguientes senates cn tiempo 
discreto 

a) 0 , 0 , 1, 1, y todos los valores quc siguen son 1 

b) 0, 2, 5,1, y todos los valores que siguen son 0 
Respues t a 

a) Esie es un escalon unitario quc inicia en / - 2 T. Retardar una senal 
en tiempo discreto mediante un intervalo de muestreo significa mul- 
tiplicarla por z _J . De este modo, retardarla dos intervalos de mues¬ 
treo significa multiplicarla por z _ “. Debido a que la transfonnada z 
para un escalon unitario que inicia en t = 0 es z/(z -1), la solucion es 
z/z 2 (z -1) = 1 / z(z -1). Tambien se podria haber derivado a traves 
de la ecuacion [10]. 

b) A1 usar la ecuacion [10] se obtiene 

F{z)=m + f[l]z~' +f[2]z~ 2 +/[3]r" 3 + ... 

= 0z° +2z _1 + 5z~ 2 +lz- 3 +0 


Las tablas 15.1 y 15.2 proporcionan las transformadas z de funcio- 
nes muestreadas y secuencias encontradas en forma comun. Algunas 
de las propiedades basicas de las transformadas z son. 

1 Linealidad 

La transfonnada z dc la suma de dos secuencias, f[k] y £-[/;}> es 
la suma de las transformadas z de las secuencias cnando se con- 
si deran por separado 


Z{f[k] + g[k\) = 2{f[k]} + Z{gm 
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Tab!a 15.1 Transformadas z 


f(t) mnestrectda, periodo de ninestree T 

F(z) 

Impulse urihario, (5(0 

Impnlso imitario retardado per kT 

1 

„-a 

Escalon umtano, u(t) 


Escalon imitario retardado por kT 

z 

z k (z-\) 

Rainpa unitaria, t 

Tz 

(z-r f 

2 

T 2 z(z - 1) 

t 

{z-\f 

e 

z-e-* T 


z(l-c-“ r ) 

1 -e at 

(z-\)(z-c-“ T ) 

le~'" 

Tzc~‘ t 

(z-c-“ T f 

e~" -cr fc ' 

('-‘ T -e- bT )z 
(z -&~ aT )(z-c~ hT ) 

sen <ot 

zscn a)T 

z ? -2 zcosoj7 +1 

cosai/ 

z(z-coscoT) 

-2zcosa)7 i 1 


ze““ r sen wT 

c~ a sen cot 

z“ -lzc~ aT cos ojT + e~ 2ai 


z(z -e ^ ensa) / ) 

e cos ojI 

z 2 - Zze -1 ' 7, cos wT + e~ 2 ^ 7 ' 


Tabla 15.2 

Transformadas z 


J\k] 

ail /!•']• ,/T '1 ■ 

F(z) 


!«[*] uu... 


a 


k 


z — a 


k 

0,U3,... 

ka k 

0, a', 2a 2 , 3a 3 ,... 

ka k ~ x 

0, a 0 , 2a ', 3a 2 ,... 

cT ak 

e°, e” 1 ', e“ 2 °, c“ 3 “ 


(--if 

az 

(---af 

1 


(z-af 


Z 
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La transformada z dc una secuencia multiplicada por una cons- 
tante es la misma transformada z dc la secuencia multiplicada 
por la constantc 

Z{af[k])=a2\f[k]} 


Ejemplo 4 

Dctcrminar la transfonriada z de la funcion f(t) = t + ' cuando 

esta se muestrea cada 1 s. 

Respuesta 

A partir de la propicdad de linealidad y la Labia 15.1 con J = 1 s, 
pues to quo la transformada z dc la funcion t muestreada es 
7r/(r - l) 2 y la de la funcion c _f . z/(z -e” 7 ") 

^{(/te - ') muestreada} =--— - —-— 

(z-\) 2 z-c~ ] 


Ejemplo 5 

Dctcrminar la transformada z dc la sccucncia f[k] = k + e 
Respuesta 

Con base en la propiedad dc lincalidad y la tabla 15.2: 




(A-l) 


2 Teoremas de conimiento 

Si /[£]es una secuencia y F (z)cs su transformada z, cmoncesla 
transformada z de la secuencia adelantada por n interval os de 
muestreo, es decir, recorrida a la izquierda para dar f[k + n\ 
esta dada por 

Z\f[k I »]} = z"F{r)-(s"/[0] + *"'7P] + z"' 2 /[21+... 
+V[«- 1]) 


Si n = 1, cntonces 

Z{f[k+\]} = zF(z)--m 


Si n -2, cntonces: 
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z{/[k +2]j= z 2 f(z) - z 2 m - m 


Si la funcion / (t)u(t) niuestreada se recorre a la derecha, es de- 
cir, se retrasa por n intervalos de muestreo, entonces la transfer- 
mada 2 de la funcion niuestreada recorrida esta dada por 


Z\f[k - n]u[k - «]} - z~ n F{z) 


Los teoremas de corrimiento indican que se puede pensar en z 
como si fuera un operador de corrimiento en el tiempo . La mul- 
tipiioacion por z equi vale a un adelanto en el tiempo de un inter- 
valo de muestreo; la division entre z equi vale a un retardo de un 
intervalo de muestreo. 


Ejemplo 6 

Dctcrminar la transformada z de la sccuencia cn tiempo discreto 0,0, 
1,2, 3, 4, etcetera. 

Respues ta 

Hsta es la secuencia 0,1,2,3,4,... retardada un intervalo. Como indica 
la tabla 15.2, la serial no retardada tiene la transformada z, z/(z - 1) 2 
y, dc csta mancra, scgun el teorema de corrimiento anterior, la 
secuencia retardada tendra la transformada z, z~ l z!{z - 1) 2 = 
3/(z-l) 2 . 

De manera altemativa, el problema se podria considerar desde los 
primeros principios y detenninar la transformada z de cada uno de 
los impulsos y, por lo tanto, la forma cerrada de la secuencia. El re- 
sultado cs cl mismo. 


3 Translation compleja 

La transformada z de la funcion /(/) muestreada cuando se mul¬ 
tiplica por e~ aT originala sustitucion de zc aT por zen la transfor¬ 
mada z de la funcion f (t) muestreada, es decir 

Z{c- akr f[k]}=F(c“ r z) 

donde F{z) es la transformada z de f[k]. 


Ejemplo 7 

Determinar la transformada z de la funcion te~ ai muestreada. 
Respuesta 

Con base en la propiedad de la translacion compleja y al sustituir 
ze aT por z en la transfonnada de t se obtiene; 
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Tzs aT _ TzQ~ aT 
(ze‘ r ~l) 2 "(z- e -^) 2 

4 Teoremas del valor inicial y del valor final 

El teorema del valor inicial proporciona el valor de la funcion 
del tiempo cuando t = 0, es decir, la condicion inicial. Este teore- 
ma es 


i—> 0 z— 

El teorema del valor final da, siempre que exista el limite, el va- 
lor que tiene la funcion a medida que el tiempo tiende a un valor 
infinite, es decir, la condicion en estado estable. Este teorema es 

/[*] = h'm f[k] - h'm (1 - z 1 )F{i) = lim — F{z) 

Z—>\ z —> 1 


Ejemplo 8 

Determinar los valores inicial y final de la secuencia en tiempo dis¬ 
crete que tiene la transform ad a F(z) - z 2 /(z - l)(z -0.5), 

Respuesta 

Se puede escrihir la transformada como 


z 2 -1,5z +0.5 1 - 1.5/z +0.5/z 2 

Entonccs, segun el teorema del valor inicial, a medida que z -> so se 
tiene que /[0] = 1. 

El teorema del valor final da como resullado 

/[so] = lim -—-F(z) - lim —-— -2 
z-»i z z->i 2 — 0,5 


Transformada zinversa 


La obtencion de la secuencia de senates en tiempo discrete o de fun- 
ciones muestreadas que se representan mediante la transformada z se 
llama obtencion de la transformada z inversa. Si 3 {f* (t)} = F(z) o 


3{/m 

por 3~ l 


F(z), entonces la transformada z inversa se representa 
{ F(z)}. La inversa sc puede obtener de varias maneras. 


1 Usando tablas 

Esta requiere usar las tablas de las transformadas, tablas 15.1 y 
15.2, y sus propiedades a fin de reconocer la funcion del tiempo, 
la cual dara lugar a una transformada en particular. 





Ejempfo 9 

Determinar la transformada in versa de 2z/(z - 1). 

Respites t a 

La funcion cscalon unitario tiene la transformada z, z/(z - 1) y por lo 
tanto, la inversa es justo una funcion escalon de altura2. De modo al- 
ternativo se podria reconocer que las series cn tiempo discrcto dc 1, 1, 
1, 1,,., dan la transformada z, z/(z - l)y, asi, la inversa es la secueneia 
2, 2 , 2, 2 , 2,.... 

2 Fr acetones par dales 

Esta necesita el uso de las fracciones parciales para simplificar 
la transformada z y ponerla en tal forma que se pueda reconocer 
cn term in os de transformadas cstandar. 

Ejemplo 10 

Determinar la transformada inversa de F(z) =---, 

(z-l)(z-0.5) 

Respuesta 

A pesar de que las fracciones parciales de la expresion anterior sc 
podrian determinar de manera directa, el procedimiento que con ma¬ 
yor frecuencia conduce a formas estandar es obtener las fracciones 
parciales de F{z)iz. Dc esta manera 

F(z) _ 1 _ A B 

z " (z - l)(z -0.5) " z-1 + z-0.5 


(z-OS)A + (z -\)B = 1 y asi A ~2 y B = -2, De esta forma: 



2z 


z-0.5 


El primer termino tiene z/(z -1), que es la transformada z de un cs¬ 
calon unitario muestreado o de una secueneia en tiempo discreto 1,1, 
1,1,.... El segundo termino tiene la forma z/(z - a \ que cs la trans- 
forrnada zdeu°,a l ,a 2 ,a\...oa*.De esta forma, la transformada 
inversa es 

f[k] = 2u[k] - 2 x 

que es la secueneia en tiempo discreto 0,1,1.5,1.75,.... 


3 Expansion como una serie depotencias mediante division larga 
Esta pone la transformada en una serie de potencias mediante la 
division larga del numerador entre el denominador. 
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Ejemplo 11 

Determinar la transformada inversa de F(z) ---. 

z 2 + z + 1 


Respues ta 

Con base en la division larga para expandir esta como una serie dc 
potencias 


- 






_ 2 L_ . . 

57 

1 7 

3 7 47 

f 

- 






2z" 1 - 2z" 2 +2z 4 -2z 5 -f... 

2z 

2z + 2z° +2z“ [ 

-2z° -2z _1 
—2z° -2z -1 -2z- 2 
2z“ 2 

2z~ 2 + 2z^ 3 +2"~ 4 
~2z“ 3 -2z“ 4 
-2z _ " -2z -4 -2z~ s 
i -~ 5 


Figura 15.18 Ejemplo 11 


De esta maiiera, F (z) se puede represen tar mediante F (z) = 0z° 4 
2z _l - 2z“ 2 + Oz -3 ■+■ 2z~* - 2z -5 - ... y esta es la sccucncia cn tiem- 
po discreto 0,2, -2, 0,2, -2 V .. (figura 15.18). 


Ejemplo 12 

Determinar la secuencia cn tiempo discreto dada la transformada z, 
5/(z4l), 

Respites (a 

Segun la division larga 

5z~' -5z~ 2 + 5z~ 3 -54 
r + l[~5 

5 - 5z -1 
-5c’ 1 

■ 5z~ l 5z~ 2 
5z- 2 
5z~ 2 +5 



De esta manera, F {z) - Or'"' r5: _i - 5z ’ +5z -5z 4 + ...y, asi, 

la secuencia en tiempo discreto es 0. 5, -5. 5, -5, .. 
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Funcion de transferencia 
pulso 


Para un sistema que da una salida con una transformada z de Y (z) 
para una entrada con una trailsformada z dc X (z), la funcion de 
transferencia pulso G(z) se define coino 


G(z) = ^el [ 20 ] 

U{z) 

cuando no hay valores diferentes de cero almacenados en los ele- 
mentos antes del tiempo iniciaf 

Ejemplo 13 

Determinar la funcion de transferencia pulso para el sistema de pro- 
cesamiento en tiempo discrete que tiene la ecuacion cn difcrcncias 
y[k + 2] + 3y[k ^ 1] ~2y[k ] - ,x[k ]. 

Respues ta 

Al tomar la transformada z: 

z 2 Y[z] + lzY[z]-2Y[z] = X[z] 


Por lo tanto: 


G(z) 


X{z) 



2 


Ejemplo 14 

Determinar la respuesta a un impulso unitario dc un sistema que tic- 
ne una funcion de transferencia pulso de z/(z + l)(z +2). 

Respuesta 

Un impulso unitario tiene una transformada z de 1. De esta manera 


Y{z) = G{z)X{z)-- 


(z + l)(z+2) 


Esta se puede simplificar cxpandicndola en las fracciones parciales 
o inediante la division larga. Al usar la division se obtiene 


Y(z) = z~ i -3z~ A +: 


-15z 


La transformada inversa de esta proporciona la secuencia en tiempo 
discreto 


}[k j = 0,1,-3, 7,-15,... 
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Figura 15.19 EjemplolS 


EjemplolS 

La figura 15.19 mucstra un diagrama de bloques de un sistema en 
tiempo discreto. Determinar su respucsta a un impulso unitario. 

Respites ta 

La ecuacion en diferencias dada por el diagrama de bloques es 


y[k] = -0.2 y[k -1] + 0.48j{£ - 2] + x[k ] 


A1 tomar la transformada z de la ecuacion, y segun la propiedad de 
corrimiento en el tiempo, se obtiene 

Y[z] = ■ 0.2 z~' Y[z ] + 0.4 8z~ 2 Y[z] + X[z] 


De este modo 


G(z) = 


Y(z) 


1 


X{z) 1 + 0.2Z’ 1 -0.48z -2 
Pam un impulso unitario, X (z) -l } y asi, la salida esta dada por 

Y(z) = - 


1 


1 + 0.2z -0.48z“ 


Con base en la division larga se obtiene 
¥[-]■={-0.2z~ l + 0.88z~ 2 -0.272z' 3 +... 
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Figura 15.20 EjemplolS 


A1 tomar la transformada in versa da la seen end a en tiempo dis¬ 
crete 


= -0.2,0.88, -0.272,... 

Observe que deb i do a que un retardo dc tiempo unitario se represen- 
ta mediante z”\ cuando los diagramas dc bloques se dibujan en el 
dominio de z, se usa cste simbolo para representar el retardo de tiem¬ 
po. De estc modo, la figura 15.19 sc podria redibujar como la figura 
15.20. 


Sistemas de datos La figura 15.21 a mucstra la forma basica de un sistema de control en 

muestreados lazo cerrado en tiempo continuo y la figura 15.216, la forma compa¬ 

rable al sistema de control en lazo cerrado en tiempo discreto. En 
este ultimo, la entrada cs una senal muestreada y la rcalimentacion 
cs la serial dc la salida muestreada. Por lo tanlo, el controlador tiene 
una entrada que es una senal en tiempo discreto. Su salida, una serial 
en tiempo discreto, pasa eiHouccs a leaves de un sistema que es un re- 
ten de orden cero (7011), cs decir, un DAC para dar una serial cn 
tiempo continuo a la planta que se eontrola y la salida de esta es una 
serial cn tiempo continuo. 

Considcrc primero la funcion de transfereneia pulso para un arre- 
glu en seric del elemento ZOH y la planta (figura 15.22). La entrada 
a la combinacion es una senal de datos discrelos y la salida, una senal 
en tiempo continuo. Para la rcalimentacion se trata intcrcsado con la 
forma muestreada dc esta salida. El demento ZOH tiene una funcion 
dc transfereneia de (1 e _r ") /' s (ecuacion [8]). Dc esta manera, si la 
planta tiene una funcion de transfereneia G p (s). la funcion de trans¬ 
ference dc los dos el emeu los cs 
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Controlador Planta 



i>) 


Ret6n de 

Muestreador Controlador orden cero Planta 



Muestreador 


Figura 15.21 Control en lazo cerrado: a) tiempo continuo, b } tiempo discreto 



M -1 

Figura 15.22 Parte del lazo de 
control digital 


G(s) = - 


-GM) 


[ 21 ] 


Para obtener la sail da muestreada de los elcmentos cuando hay una 
entrada muestreada, se necesita la funcion de transferencia pulso; 
esto es igual a dccir que se necesita la transformada z do la respuesla 
dc los elcmentos a una entrada impulso unitario. En el dominio de s 
la respuesta de los elcmentos a un impulso unitario es lo mismo que 
la funcion de transferencia. De este modo 


r i _ -n i 

G(z) = transformada z dc i -G p (s)l [22] 


Suponga que la planta ticne una funcion de transferencia dc 
l/.s(s + 1), En Ion ccs 


G(z) - transformada z de 1 



I + _L 


U 


s + l 


= transfonnada z de J 
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La transformada in versa de Lapiace de 1 is es una fimcion escaldn 
unitario con una transformada zde z/(z-l). La transformada in ver¬ 
sa de 1/V es una rampa de pendiente unitaria con una transformada 2 
de 7z/(z -1) 2 , La transformada invcrsa dc 1/(5 +1) cs la cxponcncial 
e _/ con una transformada z de z!(z - c~ T ), Puesto quec -7 * es solo el 
retardo de una muestra, el termino (1 - o ~ Ts ) es solo un termino refe- 
rente al retardo y se puede transformar por scparado. De esta manera 


G(z) = ( I-2- 1 




V 


Tz 

(--if 



Sir = 1 s, la ecuacidn anterior se puede simplificar para obtener 


ze" 1 +1-2C' 1 _ 0.37z+0.26 

(z-l)(z-e"‘) z 2 -1.372+0.37 


[23] 


La respuesta de los elementos a un impulso unitario se puede obtener 
mediante la division larga como 


0 , 037 , 0 . 77 , 0 . 91 , 0 . 97 ,... 

Ahora considere el si sterna de control en lazo cerrado en tiempo 
discreto con control proporcional (figura 15.23). La serial de error de 
entrada e[A] al controlador es 


C [U = .v[U-#] 

La salida del controlador es Ale[A] = £y[/c] - Ky[k\ Esta es la entrada 
a la combination del elemento ZOII y la planta. Si estos en conjunto 
tienen la transformada z de G ?0hp (z\ entoiices: 


Y(z) = C ZQhp (z){KX(z)-KY(z)} 


Controlador 



Figura 15.23 Control proporcional 


Realimentacion y[k] 




alida 
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Figura 15.24 Salida 


Sin embargo, puesto que ia salida es la senal antes del elernento 
ZOH, esta toma la forma que muestra la figura 15.24. 
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Conversion de las leyes de 
control analogicas 


Si sc quicrc convcrtir un sistema de control analogico en un sistema 
de control digital, y se usan las mismas leyes de control, se necesita 
encontrar aigoritmos que se aproximen a la funeion de Iransferencia, 
del control a dor analogico, Un algor it mo es un con junto de ope- 
raciones matematieas que se pueden escribir corao instmcciones en 
los programas de computadora. 

Como se indico cn la scccion anterior, un control proporcional, 
- K , se puede convertir en G(z) - K . Si se tiene un control inte¬ 
gral, entonces G(s) = l/v Para el control integral solo, ia ecuacion 
[5J muestra como se puede usar una ecuacion en diferencias para 
aproximar la integracion; asi, ia salida _){£], a partir del controlador, 
cs 


y[k] = } {k-\] + Ti{k] 

A1 tomar la transformada z se obtiene 


Y(z) = r l Y(z) + Te(z) 


y asi 


7(z) 


Tz 


(^- 1 ) 


c(z) 


P5] 


Una mejor aproximacion que a menudo se usa para la integracion es 
la aproximacion de Tustm (ecuacion [6]) 


=u*+in -iu<#]) 


A1 tomar la transformada z se obtiene 

r( , ) = Il£±g e ( z ) [26] 

2(z-l) 

For lo tanto, se puede considerar que en una conversion de control 
analogico a control digital se sustituye Tz!(z - 1) o T(z + 1)/2(z - 1) 
en lugar de 1/U, dependiendo de que aproximacion sc use. 

Si cxistc control dcrivativo, entonces se tiene G(s) =5. La ccua- 
cion [7] muestra como se puede usar una ecuacion cn diferencias 
para aproximar la diferenciacion. Se usa el gradients de la linea que 
une el valor actual del error y el valor previo del error para dar la de- 
rivada, es deeir, salida [A] = (error [£] - error [k -1 ])/T y asi 


r(z)= 


[27] 
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Implementation de un 
algoritmo 


De esta manera, en una conversion de control analogico a control di¬ 
gital (z - \)!Tz se puede sustituir cn lugar de 

Considere art sistema con control PTD y una icy de control analo¬ 
gico de (ecuacion [16] del capitulo 10) 

G(s) - K p + K { - -+- K d s [28] 


Las ganancias de los elementos proportional, integral y derivativo 
son y K d . Entonces cl controlador digital equivalente cs. sc- 

gun las ccuaciones [25] y[27] 

G(z) = K^K, Tx +Ki : ~l [ 29 ] 

2 — 1 12 


En tcnninos de la eonslante de ticmpo integral, r ] = A r p /A"j, y la 
constantc do ticmpo rierivativa, r d = K d IK p (vea el capitulo 10), la 
ecuacion [29] se puede escribir como: 


0(z) = K ? 


i C^-l)r s 



[ 30 ] 


La funcion de transference de un controlador discreto sc puede con¬ 
verts cn un programa de computadora considerando la implementa¬ 
tion de la ecuacion en diferencias que representa la ley de control. 
Considere el control PID en la fonna dada en la ecuacion [29]. Esta 
se puede escribir, para la salida del controlador, como 

Salida(z) = \ K p +K, 2L +K d W) 

V tz J 

dondc t(z) es la entrada. A1 convcrtir en una ecuacion en diferencias, 
el elemento proportional da 

Salida[A] = K p e[k] [31] 

Para el elemento integral, si ambos miembros de la ecuacion se mul- 
tiplican por (1 - z -1 ); 

(1 - 2 -1 ) salida(z) = Te(z) 


Y, dc esta man era 


Salida [it ]- salida [k - 1] - K { Td[k] 


[32] 



360 La transformed a z 


Perlodo de muestreo 


Para cl clcmento derivative) sc puede escribir 
Salida (z) = ^(l z-')e(z) 


y de esta man era 

Salida [£] = LjL (t{k] - e[fr -1]) [33] 

Por lo tanto, para cl control PID las ccuaciones [31], [32] y [33] dan 
por rcsultado 

Salida [k ] = K p c{k ]+ K- l Te[k] + salida [k -1] 

+ y-(4*1-«[*-!]) [34] 

Para implements el algoritmo para el control PID, solo se debe es¬ 
cribir un programs, en algun lenguaje apropiado, que use la ecuacion 
[34] para calcular la salida del error que se presente en cualquier ins- 
tantc. Dc csta forma, la salida sc obticnc al multiplicar el valor del 
error por K p , adicionar el valoi’ del error multiplicado por 7^7, su- 
mar a estas el valor previo de la salida, adicionar estas el valor del 
error multiplicado por K d !T y, por ultimo, sustraer cl valor previo 
del error multiplicado por K d !T. Dc csta forma, cl programs en 
pseudocodigo seria: 

IniciaHzucion 

es deem fljar los valorcs initiates dc salida [k - l]y 
e[k - 1]. K , K { , K d y ei periodo de muestreo, T 

Lazo 

Restaurar el temporizador del intervalo de muestreo 
Input el error e 

Calcular la salida mediante la ccuac-ion [34] 

Output cl valor de la salida calculada 
Estableeer salida [k ~1] = salida [£] y e\k - 1] = e[k] 
Esperar el termino del intervalo dc muestreo 
Go to Lazo 


La selection del periodo de muestreo, T, que se use con un controla- 
dor digital es import ante, Un periodo dc muestreo muy largo e infor¬ 
mation acerca de una planta que cambia las condiciones con rapidez 
representan una perdida; si cl periodo cs muy corto y !a carga com¬ 
putational sc increments. tambicn aumenta la ncccsidad de un con¬ 
vert idot analogico a digital rapido. Lo anterior es una breve indica- 
cion de los problemas que invoiucra la election del periodo de 
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muestreo que se use. Se ban ideado varias reglas empmcas para ele- 
gir d periodo de muestreo: 

1 Si la planta que se va a eontrolar tienc una constante do tiempo 
dominante, entonces se elige un periodo de muestreo que sea al- 
rededor de un decimo de la constante dc tiempo de la planta. 

2 Suponga un modelo Ziegler-Nichols de la planta a partir de la 
curva de reaccion (vea cl capitulo 10 y la figura 10.16) y clija un 
periodo de muestreo que este entre 0.051 y 0.3X, donde L es el 
tiempo muerto (vea la figura 10.16). 


Estabilidad Un si stem a realimentado lineal que trabaja con senales continuas es 

estable si todos los polos de la fun cion de transferencia en lazo cerra- 
do caen en el semipiano izquicrdo del piano s (vea ei capitulo 8). 
Esto signifies que todas las raices de la ccuacion caractcristiea, es 
deeir, el denominador de la funeiun de transferencia, deben teller 
partes reales negatives. Puesto que una raiz s sc puede representar 
como s ~ a + jog csto signifies que a debc scr negativa. Pero la ecua- 
cion [9J define a z como z = e Ts , por lo tanto 


Region 

estable 


a) 


Imaginario 

wmw A 


/ Z / /// / / / / // //) 
C/ti///CCC/4CC/////\ 



Real 


Imaginario 



7 


[35] 


Para la estabilidad en el piano 5 se debe tener a como un numcro ne- 
gativo, de modo queer?seanegativo. Esto solo significaquee^ tie¬ 
nc un valor entre Oy 1. Debido a quee^ 7 es la magnitud de es decir f 
14 entonces la condition para la estabilidad en un sistema de datos 
muestreados es que todos los polos de la fun cion dc transferencia 
pulso en lazo cerrado deben cacr dentro del circulo unitario, un 
circulo de radio 1 y ccntro cn cl origen (figura 15.25), Se dice que un 
sistema es criticamente esiable si tiene uri polo cn el circulo. 

Para ilustrar lo anterior, considere un sistema de datos muestrea¬ 
dos en lazo cerrado con una funcion dc transferencia pulso de 


G(z) 


0.37Z+0.26 

z 2 -Z-rO.63 


Esta tiene la ccuacion caracteristica 


f - z + 0.63 = 0 


Figura 15.25 Regiones de 
estabilidad para los polos: a) piano s, 
b) piano z 


Las raiccs de esta ecuacion cstan dadas por 
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Imaginano 



Figura 15.26 Estabilidad con 
z = 0.50 ± j 0.62 


-(-1) ± Vl -4x0,63 
2 


= 0.50 ± j0.6 


El sistema es, de este modo, cstablc dcbido a que las partes reales de 
todas las raices son menores a 1, es decir, caen dentro del circulo de 
radio unitario en cl piano z (figura 15.26). 

La respuesta del sistema a uria entrada depende do la localizaeion 
de las raices. Para raices que caen dentro del circulo unitario, el sys¬ 
tem a es estable y la respuesta a un impulso desaparece con el tiempo. 
Para raices que cacn fuera del circulo unitario, el sistema es inestable 
y la respuesta se increments con cl tiempo. Para raices rcalcs dentro 
del circulo unitario, la respuesta a un impulso es justo una que decae 
de manera permanente en forma progresiva. Sin embargo, para rai- 
ccs complcjas dentro del circulo unitario, la respuesta es una que os- 
cila y decrece. Para raices rcalcs cn cl circulo unitario, la respuesta a 
un impulso es una salida eonstante. Sin embargo, para raices cotu¬ 
ple) as en cl circulo unitario, la respuesta a un impulso es una oscila- 
cion de amplitud eonstante. La figura 15.27 ilustra estos casos. 


Ejemplo 16 

Determinar si los sistemas de datos mucstreados con las siguientes 
funciones de transferencia pulso son estables 


a)G(z) = - 


:{z 1) 


b)G(z) = - 


3z -1 
3z 2 + 2z -1 


~2z +1 -? + 06 

c)G(z)= , - d)G(z)= - - U ° - 

2-+2Z + 1.7 +0.52 + 0.25 


Respuesta 

a) La ecuacidn caracteristica es z(z - 1) - 0. Asp las raices sonOy 1. 
Debido a que una de las raices cae en el circulo unitario, cl siste¬ 
ma es cnticamente es table, 

b) La ecuacion caracteristica es 3z 2 + 2z -1 =0, Por lo tanto, las 
raices estan dadas por 


-2 ± V 4 +12 
6 


-0.33+0.66 


Las raices son -1 y 0.33. La raiz 1 caera en el circulo unitario, 
asi, el sistema es cnticamente estable. 





c) La ecuacion caracteristica es z 2 
raices cstan dadas por: 


1 2z +1.7 = 0. Por io tanto las 


-2 ± V 4 -4x1.7 

z — -—--- 

2 


= -1 ± jO.8 


La raiz -1 - jO.8 esta a una distancia radial de Vl + 0,8 2 = 1.3 del 
origen. Por lo tanto, las raices caen fuera del clrculo unitario; asl, 
el sistema es inestable. 


d) La ecuacion caractenstica es z 2 i 0,5z +0.25 =0. Por lo tanto, 
las raices estan dadas por 


-0.5 ± VO.25 -1.00 


= -0.25 ± j0.43 


L a rafz -0,25 - j0.43 esta a una distancia radial de 
VO.25" +0.43 2 =0.5 del origen, Por lo tanto, las raices caen en 
el interior del clrculo unitario; asi, el sistema es estable. 


Ejemplo 17 

Un sistema de datos muestreados como ilustra la figura 15.21 re- 
quierc un controlador proporcional unitario, un sistema de retencion 
ZOH, una planta con una funcion de transferencia de K/sy rcaii- 
mentacion unitaria, ^Para que valorcs dc K cl sistema sera estable? 

Respues ta 

El elemento ZOH ticnc una funcion de transferencia de (1. - e ~ ]s )/+ 
De este modo, la funcion dc transferencia de la Lrayectoria directs cs 

K 2 0~e- n ) 

s 

La transformada z de esta cs; 

KTz (z -1) __ KT 
(z-l ) 2 Z Z-l 


La cual ticnc como entrada el error X{z) - Y(z) y la variable Y(z) 
como salida. De esta manera 

Y(z) = KT_ 
xlz)-Y(z) --1 

y la funcion de transferencia pulsn para cl sistema cs: 
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GW = !<£>= 

X (z) z-l + AT 

La ecuacion caracteristica es 

z-i + at = o 

oz = l“ AT. La condicion para la estabilidad es que z sea men or a 
+ i. Si K se rcstringe a valores positives, entonces KT riebe ser menor 
a 2. La estabilidad critica se tiene cuando KT - 2. 


Pruebas para la estabilidad 


Imaginario 


0 Real 


Estabie 

Figura 15.28 Regiones de la 
estabilidad para los polos en 
el piano w 


La prneba de Rnuth-Hurvvitz para la estabilidad, deserita en el capi- 
tulo 8 para sistemas entiempo continuo, no se puedc usar de manera 
directa con las raices en el piano z debido a que la condicion para la 
estabilidad cs tal que todas ticncn magnitudes dentro del circulo uni- 
Luio y la prneba esta di sen ad a para de terminal’ si todas las raiccs 
caen en el semipiano izquierdo del piano s. No obstante, si a se reem- 
plaza per 


1 + \v 


[36] 


entonces. la condicion para que todas las raices z caigan dentro del 
circulo unitario se convierte en la que todas las raices caigan en cl sc- 
miplano izquierdo del piano w(figura 15.28); asi, la prueba adopta cl 
mismo formato que en la version primaria para el piano a. 

Considerc un ejemplo dondc 


G{z) = 


2z +1 

z 2 -r 0.4z - 0.1 


Segun la ecuacion [36] y al reemplazar z 


G(u') - 


2(1 + iv)/(l - vrj + 1 _ 

[(1 + w)/(l - iv)J 2 +0.4(1 + u ! )/ (1 - w) - 0.1 


(w + 3)(1 - n) 

1.3 +2.2iv + 0.5w 2 


Se puedc entonces construir cl arreglo de Routh para la ecuacion ea- 
racieristica: 
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\r 0.5 1.3 
w 1 2.2 
1.3 

Aqui no hay cambios de signo en la primcra columns; asp todos Jos 
polos dc vxstan cn el semipiano izquierdo del piano w, per lo taolu., 
todos los polos de z eslan en el eirculo unitario; el sistema es establc. 

Otra forma de pmeba para determinar si lodas las raiccs de la fun- 
cion de transference pulso estan en cl interior del eirculo unitario ha 
sido ideada por Jury. La ecuacion carac-teristica sc ordena para que 
estc en la forma 


F(r) = a 0 r° + a x z' +a 2 z 2 ~... + a k z k -0 [37] 

Sc construye, entonces, una tabla de la siguiente forma 


Renglon 


1 


a \ 

a ? 

«3 


a n-\ 

a,. 


a,. 

a »-\ 

a,._ 2 

a,._ i 


0 i 

"o 

3 

K 

h \ 

b. 

b- t 


b n-\ 

b„ 

4 

b n 

b *~\ 

b n-2 

b.. 3 


b, 

b 0 

5 

C C\ 

c \ 

C 2 

c 3 



c n 

6 


<Vi 

C r , -i 

A-3 


C 1 

c 0 

7 

d o 

d\ 

d 2 

d 3 


d ti I 

d„ 

8 

y asi de 

manera sucesiva 

d,-! 

d «-3 


d, 

do 


Los primeros dos renglones consisten de los cocficientes tornados cn 
orden. El segundo renglon tiene los mismos coefic-icntes en orden 
in verso. El tercer renglon tiene los cuefi denies Z?cn orden y se deter- 
minan mediante 


h 


a 0 a n-k 
a « a k 


[38] 


El cuarto renglon tiene estos cocficientes h en orden inverso. El 
quinto renglon tiene los coeflcientes een orden y se determinan me- 
diante 


c k 


K- \ 


Vi-4 

h k \ 


[39] 
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El sexto renglon tiene eslos coeficientcs ten orden inverso. El septi- 
mo renglon tiene los coeficientes d en orden y sc determinan me- 
diante 


C Q C n- 2 k 

C it-2 C k 


140] 


El oelavo renglon tiene estos coeficicntcs d en orden inverso. Este 
procedimiento continua liasta que el arreglo tennina con un renglon 
de tres numeros. 

La prueba de Jury cstablecc que las raices de la ecuacidn carac-tc- 
ristica cstaran en el interior del circulo unitario en el piano z si, y solo 
si 


F( 1)>0 (-1) H F(-1)>0 [41] 

y 

j^o| <a ^ 1^0 I >1^1-11 l^'O i > 'Ci -2 | 

\d 0 \> \d ts _^\ v asi en forma succsiva [42] 

Para ejcmplificar lo anterior considere la funcion de transference 
pul so con la ecuacion caracteristica 

F(z) = z i +2z 2 + \9z i 0.7 — 0 

Antes de formar el arreglo, se verified la condition [41] 

F(\) = \ + 2 + 19 + 0.7 = 5.6 

por lo tamo, F( 1) es mayor a 0. Y 

^(-1) =-1+2-1.9+ 0.7 = -02 

asi, (-\) ' F(-\) =02, mayor a 0. Con cstas condiciones satisfechas* 
se forma la tabla. 


Renglon 


1 

0.7 

L9 

2.0 

1.0 

2 

1.0 

2.0 

1.9 

0.7 

3 

— 0.5 l 

-0.67 

-0.5 
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Respuesta en frecuencia 


k 

k 


0.7 

2.0 

1.0 

1.9 

0.7 

1.9 

I 1.0 

2.0 


A1 vcrificar los conlenidus se muestra que 

\ao\< a n puesto que 0.7< 1.0 

|^n I > \k-\ | puesto que |—0.51| > !-0.50j 

De estc modo, puesto que todos los requerimientos se alcanzan, en el 
piano z no hay raices fuera del circuit) unitario. 


Ejemplo 18 

Usar la prueba de Routh-Hurwitz para determ in ar si el si sterna eon la 
siguiente funcion de transferencia pulso es estable: 


2z 3 -f 1.6z 2 +0.5z+0.2 

Respuesta 

A1 sustituir (1 4- h j )/(1 - ;v)por zsc obticnc la ecuacion caracteristica 

2[(1 + H')/(l - H')] 3 4 1.6[(I-w)/(l - w)l 2 

+ 0.5[(l + w)/(l->v)] +0.2=0 

0.7w J + 4.5vv 2 + 6.5vv + 4.3 =0 


El arreglo 

de Routh para csta cs 

vv 3 

j 0.7 6.5 

w 2 

4.5 4.3 

vv 1 

1 5.8 

w° 

! 4.3 


Puesto que no hay cambios de signo en los elementos de la primera 
columna, el sistema es estable. 


La respuesta en frecuencia de un sistema es su respuesta en estado 
estable a uria entrada senoidal. Para determinar la respuesta en fre¬ 
cuencia de un sistema en tiempo discreto. se usa una entrada en tiem- 
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po discrete, la cual se ubliene medianle muestreo de una senoidal 
cad a T segundos. 

La respuesta en frecuencia de un sistema en tiempo continuo se 
obtiene al evaluar la funcion de transferencia con s = jo) (vea el capi- 
tulo 11). Debido aque z = e Tr , la respuesta en frecuencia de un siste¬ 
ma en tiempo di sere to sc puede obtener al evaluar la funcion dc 
transferencia pulso con z=Q }t!iT . 

Esto puede conducir a expresiones muy complicadas para la res¬ 
puesta en frecuencia. Sin embargo, al reemplazar z por 
(1 + >v)/(l - w), como en la ecuacion [36], se puede trabajar de mane- 
ra mas sencilla con cl piano w. Esta transformacion a menudo sc co¬ 
il oce como transformacion bilineal ; en algunos libros de Lexto se usa 
r en lugar de ru Entonces, w = j De csla man era 


y asi 


gj air 1 + TV 

1 - w 




e ja)7 ~ -1 
e^“ 7 ' +1 


Al usar las rclacioncs dc Euler se obtiene 


a) u> ~ tan 


_( ) 

~2~j 


[43] 


Ejemplo 19 

Determinar mediante el metodo directo la respuesta cn frecuencia dc 
un sistema de datos muestreados que liene una funcion de transfe¬ 
rencia de 0.8 / (z + 0.8). 

Respuesta 

Al reemplazar z por c }(X)T se obtiene la funcion de respuesta en fre¬ 
cuencia como 


G(ia>)- 


0.8 


e j ^ r \ 0.8 

La formula de Euler dae JwT ~coswT + jsen wT, De esta furma 

0.8 




cosa>Y’ 4- jsen ojT +0.8 


Si el nutnerador y el denominador se multiplican por 
(cos coT + 0.8) - jsenajJ, se obtiene 

. 0.8[(costu7 T +0.8) - jsen coT\ 

G(jw) =- 

(coscaT + 0.8)" -sen" (x)l 



370 


La transfcrmada z 


La ganancia del si sterna es> entonces 


|G(»| 


__ 0^8_ 

[(cos F +0.8) 2 +sen 2 ojT] ]/2 


y cl angulo de fase esta dado por 


tan (p — - 


sen o)T 
cos tuT +0,8 


Ejemplo 20 

Usar el mctodo dc la Iran s form ac ion bi lineal para determinar la res- 
puesta cn frecueneia dc un si sterna de dalos muestreados quo ticne 
una funeiun de transference pulso de z/{z - l)(z -0.4). 

Respites! a 

A1 reemplazar zpor (1 + tt )/(1 - iv) se obtiene 


G(w) = - 


(1 + '4')(1 - vv) 


(1 + w — 1 + u')(l + u' - 0.4 I OAw) 


1 - n 2 

L2u ; + 2.8 vo 2 

A1 hacer ;v = jeo w sc obticnc: 


G(juj y .) = - 

Por lo tanto 

jG(j<0| = 

tan<^> 


1 +col _(l+w?,)(-1.2j(U„. -2.8c<) 


1.2jw,, -2.8< (1.2cu,,)‘ + (2.8tu;) 2 


1 + (O 2 


[(l-2w u ,) 2 - (2.8cy 2 ) 2 ] 1,2 
1.2 


2.8o+, 


Segiin la ecuacion [43], las ecuaciones anted ores se pueden conver- 
tir en expresiones en terminos de co. 


ProblGmas 1 Determinar la rcspucsta de un proccso a un impulso unitario en 

el tiempo / = 0 si la salida del proceso esta determinada por la 
ecuacion en diferencias >{&] = 0.5 j[£] +0.5>{£ -1], 
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2 Determinar la respuesta dc un proceso a tin esc a Ion unitario en el 

tiempo / — 0 si la salida del proceso esta detenninada por la ccua- 
cion en diferencias = 0.5 a[/ c] + 0.5>{ft 1) 

3 Describir la senal que ilustra la figura 15.29 en terminos dc fun- 
ciones impulso. 

4 Para la senal en tiempo eontinuo que muestra la figura 15.30. es- 
tablecer los valores de los pulsos que se producirian por un ADC 
hasta k -3 si el periodo de muestreo cs 1 s. 

5 Para la fun cion en tiempo eontinuo 3sen2/ dibujar la funcion 
/ (?) cuando el periodo de muestreo es de 0.2 s. 

6 Explicar que significa sistema de reten de ordeiycero (ZOH). 

7 Encontrar la transformada z de las siguientes secuencias: 

a) 1, 0, 0, y todos los valores subsecucntes son 0. 

ft) 0, 0, 2, y todos los valores subsecuentes son 2. 

c) 0, 0, 1, y todos los valores subsecuentes son 1. 

d) 0,1,2, 3 ,...J\kT) = k. 

8 Con la division larga, encontrar la transformada z in versa en la 
forma de secucncia de muestras para las siguientes funciones: 


2- +1 

ft) F(z) = ^±i 

2 “ +2 

2~ 2 -1 

c) F(z) = -^ -— 

z 2 +4z + 2 

9 Con la expansion en fraccioncs parciales, encontrar la transfor¬ 
mada z in vers a para las siguientes funciones: 

d) F(z) =- - - 

( z ~ l)( z " 2) 

ft) F{z) = ~ 

('-UU + 2) 

c) F{z) = ~ ---- 

(z-l)(z-2)(z-3) 

10 Determinar la funcion de transference pulso para un sistema dc 
procesamlento en tiempo discreto que se describe mediante la 
ecuacion en diferencias ifft] = 3 \{k - 1J + 2x[k -1], y encontrar 
la secucncia en tiempo discreto de la respuesta a una entrada es- 
calon unitario muestreado. 

11 Determinar la respuesta a una entrada impulso unitario de un 
sistema de procesam lento en tiempo discreto que ticne una fun¬ 
cion dc transference pulso de zi{z -1). 
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12 Determinar la funcion de transferencia pulso para un sistema de 
procesamiento en tiernpo discreto que tiene la ecuacion en dife- 
rencias y[k + 2] - 5\[k + 1] 4- 6y[k] = .*[£]. 

13 Determinar la funcion de transferencia pulso para un sistema de 
procesamiento en tiempo discreto del diagrama de bloque de la 
figura 15.31. 


Figura 15.31 



14 ^Cual cs la transformada z de las siguientes funciones de trans¬ 
ference? 


1 

5 ! 1 

5 

s + 05 

c) C(5)=- 1 

s(s + 1) 


a) G(s) = 

b) G(s) - 


15 ^Cual es la salida de un sistema dc datos mucstrcados con perio- 
do de irmestreo de 1 s, que consta dc un elemento reten de orden 
cero en serie con un elemento que tiene una funcion de transfe¬ 
rencia de si (s + Ol) y esta sujeto a un impulso unitario? 

16 t,Cual es la salida de un sistema de datos muestreados con perio- 
do de muestreo de 1 s, que consta de un elemento reten de orden 
cero en serie con un elemento que tiene una funcion de transfe¬ 
rencia de 1 / ( 5 2 + 5 +1) y esta sujeto a un escalon unitario? 

17 ^Cual es la salida de un sistema de datos muestreados en lazo ce- 
rrado de !a forma que describe la figura 15.216 cuando esta suje¬ 
to a una entrada escalon unitario si la planta tiene una funcion de 
transferencia de 1 !s(s +1), el controlador una funcion de transfe¬ 
rencia de 1 y el periodo de muestreo cs dc 1 s? 

18 /,Cual es la funcion de transferencia pulso dc un sistema dc datos 
muestreados en lazo cerrado de la forma que ilustra la figu¬ 
ra 15.216 si la planta tiene una funcion de transferencia de 
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I/O?+ 0.1) y el controlador sigue una ley de control dada por el 
control PD con K =10, = 4 y el periodo de muestrco cs dc 

Is? 


19 Mostrar que, para un sistema de control en tiempo discreto en 
lazo cerrado, si el controlador tiene una ley de control puramen- 
te integral estc tcndra una funcion de transfercncia pulse de 
7z/(z-l). 

20 Determinar los polos del sistema cn lazo cerrado con una fun¬ 
cion de transferencia pulso de 1 !{z 2 - 1.4z +0.48). 

21 Determinar si los sistemas de datos muestreados con las siguicn- 
tes funcioncs dc transferencia pulso son estables: 


a) G(z )- 


4 

z + 0.6 


b) G(z) 


2z -1 
z(z-l) 


C) C(z) 


0.2z--0.6 


z 2 -O.lz + 0.5 


d) G(z) = 


O.lz+0.7 


z 2 +0.2z -0.1 


22 Un sistema en lazo cerrado consta dc una trayectoria directa con 
un sistema de reten de orden cero, una plan la con funcion de 
transferencia de A7(s +1) y realimentacion umtaria. ^Cual cs la 
condition para que el sistema sea establc cuando el periodo de 
muestreo es de 1 s? 

23 Un sistema en lazo cerrado consta de una trayectoria directa con 
un sistema de reten de orden cero, una planta con funcion dc 
transferencia dc l/(j + l), un controlador proporcional con ga- 
nancia de 10 y realimentacion unitaria. Determinar el periodo de 
muestreo que conducira a un sistema criticatnente estable. 

24 Determinar si los sistemas con las siguientes funciones de trans- 
ferencia pulso son estables. 

v 4(z -0.1) 

a ) ~ - = --- 

z J -2z 2 +z-0.4 


z 3 +0.3z 2 -0.2z-0.1 


25 Usar la prueba de Jury para determinar la cstabibdad del sistema 
con la funcion de transferencia pulso que tiene la ecuacion ca- 
racterislica z 3 + 0.33z 2 -0.25z - 0,08 - 0. 

26 Determinar la rcspucsta en frecuencia del sistema de datos 
muestreados que tiene una funcion de transferencia pulso de 
0, l/(z - 0.4). 



Introduccion 


Inicioy terminacion de 
sesion 


Ingreso de comandos 


Apendice: MATLAB 


Este apendice es una breve introduccion a MATLAB (marca regis- 
trada por Mathworks Inc.), version 4.0 o poster! ores; el software se 
usa coil amplitud en los cursos de ingcnicria dc control. La intencion 
es mostrar el potencial del software y permitir un buen inicio con 
sn uso. Para infnrmacidn adicionai se sugiere al lector la guia de 
usuario o libros de texto conio The MATLAB Handbook de Lva 
Piirt-Enander, Anders Sjoberg, Bo Melin y Pemilla Isaksson ( Addi¬ 
son-Wesley, 1996) y Using MATLAB to Analyse and Design Con¬ 
trol Systems, 2 a edicidn, de Naomi Ehrich Leonard y William S. Le¬ 
von e (A dd i s on - We si ey, 1995). 


Para iniciar sesion cn MATLAB, en sisteinas Windows o Macin¬ 
tosh, dar un click en el icono de MATLAB, de otro modo, cscribir 
marlab, presionando enseguida la Led a intro (enter) o re torn o (re¬ 
turn), en el prompt del sistema. La pantalla pmducira el prompt de 
MATLAB». 

Para terminal' la sesion de MATLAB cscribir quit o exit despues 
del prompt, presionando a continuacion la teela enter o return. 


Como antes se indie-6 para el comando quit, los comandos se ingre- 
san escnhiendolos despues del prompt. La teela enter o return sc pre- 
siona despucs de ingresar un comando de MATLAB a fin de que el 
comando se pueda cjecutar. Eri cl siguiente analisis dc los comandos 
no se repeiira que se debe presionar la teela enter o return, pero se 
entiende que se hace en todos los casos. 

Dcbido a que MATLAB es sensible a las mayusculas, dc princi¬ 
ple a fin se deben usar minuscuias. as pec to may importante para los 
comandos. 
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Ayuda A1 escribir help despues del prompt, o al seleccionar help de la barra 

de menu en la parte superior dc la ventana de MATLAB, se muestra 
una amplia lista de ayudas de los temas de MATLAB. Para obtencr 
ayuda subre un lema particular, por ejemplo, exponenciales, escriba 
help exp. Al escribir lookfor y algun tema, se da la instruccion para 
que MA'l'LAB busque la informacion sobre ese tema, por ejemplo, 
lookfor integ mostrara varios comandos que se podrian considcrar 
para la intcgracion. 


Matrices 


El formato basico que se usa para los datos en MATLAB es la matrix 
o vector; un vector columna es una matrix que consta dc una sola co- 
lumna y un vector renglon es una matriz con un solo renglon. Las 
matrices ingresan a MATLAB medianle el listado de los elementos 
de la matriz y encerrandolos dentro de un par de corchetes cuadra- 
dos. Los elementos de un renglon sc separan por blaneos o comas y 
los renglones mediante retomos de carro o punto y coma (;). Por 
ejemplo, la matrix 


A = 


1 2 
3 4 


ingresaria como 


» a = [1 2; 3 4] o »a= [1 2 

3 41 

y el resultado apareceria en la pantalla como 

a — 

1 2 

3 4 

Para referirse a un elemento especifico de una matrix se especifi- 
ca su renglon seguido por su columna. Por ejemplo, si ingresa 
» A(2, 2) = 5, cl clcmcnto cn el segundo renglon y la segunda co¬ 
lumna, es decir, 4, se cambiaria a 5. Para adiciunar un renglon a la 
matriz A se escribe 

» a = [a; [5 6]] 

Los vectores ingresan de manera similar a las matrices, por ejemplo 


» vcol = [1; 2; 3; 4] y» vrow = [5 6 7 8] 
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Operaciones aritmeticas 


En general, las operaciones matematieas ingresan a MATLAB en la 
misma forma como sc escribe cn papcl. Por ejemplo 

>> a - 4/2 

da la respuesta 

a = 

2 


y 


» a — 3* 2 
da la respuesta 


a = 

6 

Las operaciones se realizan en el siguiente orden: A potenciacion, 
* multiplicacion, / division, + adicion, - sustraccion. La prccedencia. 
de operadores es de izquierda a derecha, pero se pueden usar paren- 
tesis () para altcrar cl orden. Por ejemplo 

» a = l+2 A 3/4*5 

da la respuesta 


11 

puesto que se tiene 2 3 /4, el cual se multiplica por 5 y entonces se 
suma a 1, mientras que 

» a = 1+2 A 3/(4*5) 

da la respuesta 

a = 

1.4 

puesto que se tiene 2 3 dividido entre el producto de 4y 5, y entonces 
se suma a 1. 
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Funciones matematicas 


Operaciones con matrices 


Archive de funcion 


Las siguientes son algunas funciones matematicas disponiblcs con 


MATLAB; 


ab$(x) 

Da el valor absoluto de x, es decir, \x\ 

exp(x) 

Da la exponenciai de x y es decir, e x 

Log(x) 

Da cl logaritmo natural de x, es decir, In x 

loglO(x) 

Da el logaritmo en baselOdc.v, es decir, log 

sqrt(x) 

Da la raiz cuadrada de x\ es decir, Vx 

sin(x) 

Da sen x, donde x esta en radianes 

cos(x) 

Da cos x, donde x esta en radianes 

tan(x) 

Da tan jc, donde x esta en radianes 

asin(x) 

Da arc sen x\ es decir, sen _1 x 

acos(x) 

Da arccosx, cs deeir, cos -1 x 

atan(x) 

Da arctan x, es decir, tan -1 x 

csc(x) 

Da 1 /sen x 

sec(x) 

Dal / cos x 

cot(x) 

Dal / tan x 


7t ingresa escribiendo pi. 


Las operaciones con matrices ingresan y sc lie van a cabo cn la mis- 
ma forma que las operaciones aritmcticas. For ejemplo, para sumar 
las matrices A y B, primero se especifican las matrices y cntonces se 
ingresa la operation requerida: 

» A+B 

MATLAB entorices presenta la respuesta. por ejemplo 


ans = 

2 0 
0 4 


La variable ans sc aplica al rcsultado previo si no sc hace alguna 
asignacion a que es igual A+B. 


En lugar de escribir una serie de comandos cn cl prompt, se puede 
escribir un archivo de texto y ejecutar los comandos mcdiaiile refe- 
rencias a MATLAB desde ese archivo. El termino archivo^M se 
usa debido a que estos archivos de texto contienen varios comandos 
de MATLAB que se ejecutan en forma consecutiva. Estos archivos 
tienen la extension. m y al escribirlos, la primera linea debc empe- 
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zar con la palabra function seguida dc un cnunciado que identifique 
el nombre de la funcion y los parametros de entrada y salida en la 
forma 


function [parametros de salida] = 

nombre de la funcion [parametros de entrada] 

por ejemplo, function v-cotan(x), la cual es el archivo que se usa 
para dctcrminar cl valor dc j dado mcdiantc cotan Estc archivo sc 
puedc llamar desdc cualquier secucncia dc comandos dc MATLAB 
escribiendo el nombre seguido del parametro de entrada, por ejem¬ 
plo, cotan(x). De hecho, esta funcion la incluye MATLAB y sc usa 
cuando se requiere la cotangente de a\ Sin embargo, el archivo lo 
puede escribir por cl usuario. Cuando una funcion tiene varios para¬ 
metros de entrada todos se deberan listar en el cnunciado dc la fun- 
cion. Del mismo modo, cn una funcion que va a regresar varios valo- 
res se deberan listar todas las salidas, 

Las lineas que inician con % son lineas dc comcntario; MATLAB 
no las interpreta como comandos. Las lineas de comentario se mos- 
traran si se solicita ayuda mcdiantc cl nombre dc la funcion escri¬ 
biendo » helpv el nombre de la funcion. Por ejemplo, suponga que 
se escribe un programa para determinar el valor medio cuadratico de 
una sola columna de datos; el programa se vena como 

function y=rms(x) 

% rms Valor Medio Cuadratico 

% rms(x) da el valor medio cuadratico de los 

% elementos del vector columna x 

x$=x A 2; 

s-size(x); 

v=sqrt(sum(xs)/s); 

Se ha hecho que xs sea el valor cuadratico de cada valor del vec¬ 
tor x. El comando s=size(x) obtiene la longitud, es decir, el nu- 
mero de elementos, de la columna de datos. El comando 
v = sqrt(sum(x$)/s(l)) obtiene la raiz cuadrada de la suma dc todos 
los valorcs xs divididos entre s. El comando ; se usa al final de cada 
Hnea del programa. 

MATLAB suministra varias toolboxes (conjuntos de funciones) 
que contienen coleccioncs de archivos-M. La toolbox dc Sistcmas 
de Control es de particular rclcvancia cn cstc libro. Esta sc puede 
usar para obtener 3a respuesta en el tiempo de un si sterna a entra- 
das impulso, escalon, rampa, etcetera; asi como analisis de Bode, 
Nyquist, lugar geometrico de las raices, etcetera. 


Graficacion 


Se pueden producir graficas lineales en dos dimcnsioncs mediantc cl 
comando plot(x,y); cstc grafica los valorcs de x y y, es decir, el vec¬ 
tor x y el vector y. Por ejemplo, se podria tener 
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Ejemplos de control 


x =[0 1 2 3 4 5|; 
>=[0 1 4 9 16 25]; 
plot{x,y) 


Para graficar una funcion, ya sea estandar o defmida por cl usuario, 
se emplea el comando Iplot (nombre dc la funcion ? lim), donde lim 
determina el intervalo de graficacion, es decir, los valores minimos y 
maximos dc x. 

El comando semilogx(x,y) genera una grafica de los valores dc x 
y v medianre una escala logaritmica para x y escala lineal para v. El 
comando semilogy(x,v) genera una grafica de los valores de x y y a 
partir de una escala lineal para x y escala logaritmica para y. El co¬ 
mando loglog(x,y) genera una grafica de los valores de x y y con 
base en esc alas logaritmicas para x y v. El comando polar(thcta,r) 
grafica en coordenadas polares; theta es el argumento cn radianes y 
r la magnitud. 

El comando subplot permite dividir la ventana de graficacion en 
subventanas y situar las graficas en cada una de ellas. Por ejemplo, 
sc podria tener: 


x=(0 1 2 3 4 5 6 7); 
y=expx; 

subplot(2,14); p!ot(x,y); 
subplot(2,l,2); semiIogv(x,y); 


Con el comando subplot rcsullan tres enteros m, n, p\ los digitos m y 
n indican que la ventana grafica se va a dividir en una reticula de 
m x n pequenas ventanas, donde m cs el numero dc renglones y n, el 
de columnas; el digito p especifica la ventana que se va a usar para la 
grafica. Las subventanas se numeran por renglon de izquierda a de- 
recha y de arriba hacia abajo. De este modo, la secuencia anterior de 
comandos divide la ventana en dos, con una grafica arriba de la otra; 
la grafica superior es lineal y la grafica inferior es semilogaritmica. 

Se puedc selcccionar el numero y estilo de la reticula, el color de 
la grafica y texto adicional a la grafica. 

El comando print se usa para imprimir una copia de respaldo de 
la grafica, ya sea en un archive o cn una irnpresora. Eslo se puede ha- 
cer al seleccionar del menu de archivo en la ventana de la figtira y la 
opcion de impresion. 


Estos son algunos ejemplos de como usar MATLAB para resolver 
problemas sencillos de control. 



Las siguientes lineas se podrian usar en un programa de 
MATLAB para ingresar una funcion dc transfcrcncia: 


% G(s)=4(s+10)/(s+5)(s+15) 
num=4*[l 10]; 
den=conv([l 5],[1 15]); 
printsys(num ? den,Y) 


El comando num se usa para indicar cl numerador de la funcion de 
transferencia, en potencias descendentes de s. El comando den sc 
emplea para indicar el denominador en potencias descendentes dc 5 
para cada uno dc los dos polinomios del denominador. El comando 
conv multiplica los dos polinomius; en este caso, (s -h 5) y (5 -t- 15). El 
comando printsys presenta la funcion de transferencia con el nume- 
rador y el denominador especificados y escritos en el dominio de s. 

Algunas veces la funcion de transferencia se pucde presentar 
como el cociente de polinomios y es necesario encontrar los polos y 
ccros. Para cstc caso se puede usar: 


% Encontrar los polos y ceros para 
% la funcion de transferencia 
% G(s)=(5s A 2 + 3s + 4)/(s A 3 + 2s A 2 + 4s + 7) 
num=[5 3 4]; 
den=[1 2 4 7]; 

[z, p, k] =tf2zp(num ? den) 


[z,p ? k]=tf2zp(num,den) es el comando para determmar y mostrar 
los ceros (z), los polos (p) y la ganancia (k) de la funcion de transfe¬ 
rencia ceros-polos-ganancia que sc ingreso 

MATLAB se puede usar para producir graficas que rriueslren la 
respuesta de un sistema a diferentes entradas. Por ejemplo, el si- 
guiente programa dara la respuesta de un sistema a una entrada esca- 
lon unitario u(i) con una funcion de transferencia especificada: 


% Presentar la respuesta a una entrada 

% escaldn para un sistema con 

% funcion de transferencia G(s)=5/(s A 2+3s+12) 

num=5: 

den=[l 3 12]; 

step(mnn,den) 


Para obtener una traza de Bode de un sistema descrito mediante una 
funcion de transferencia, se puede usar: 
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% Generar la traza de Bode para G(s)=4/(s A 2+2s+3) 

num=4; 

den=[l 2 3]; 

bode(num,den) 

El comando bode(num ? den) produce una traza de Bode de ganancia 
en dB contra frecuencia en rad/s en una escala logantmica, y la fasc 
en grados contra frecuencia en rad/s en una escala logaritmica. 

Para producir una traza de Nyquist de un sistema dcscrito me- 
diante una funcion de transferencia se puede usar; 

% Generar la traza de Nyquist para G(s)=4/{s A 2+2s+3) 

num=4; 

den~[l 2 3J; 

nyqui$t(num,den) 


Se pueden producir grafieas del lugar geometrico de las raices para 
un sistema descrito a traves de una funcion de transferencia con un 
programa de la forma: 

% Generar la grafica del lugar geometrico 
% de las raices para G(s)=<s+l)/(s A 2+4s+3) 
num=[l 1]; 
den=[l 4 3]; 
rloeus(num,den) 


Diagramas de bloques 



Los sistemas de control a menudo se representan como una scric de 
bloques interconectados, cada uno de los cuales tiene caracteristicas 
cspecificas. MATLAB permite formar sistemas a partir de bloques 
interconectados. Los comandos cloopse usan cuando se quiere redu- 
cir un bloque con funcion de transferencia en iazo abierto que tiene 
realimcntacion unitaria. Si la rcalimentacion no es unitaria se usa cl 
comando feedback; por ejemplo, con el sistema de la figura Ap.l, sc 
tiene el programa: 

% Sistema con lazo de realirnentacion 
ngo=[l 1]; 

dgo=conv([l 3],[1 4]); 
nh=[l 3]; 
dh=[l 4]; 

[ngc2,dgc2]=fccdback(ngo,dgo,nh,dh) 

printsys(ngc2,dgc2,V) 


Figura Ap.1 
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El numerador y el dcnominador de la funcion de transferencia en 
lazo abierto G Q (v), se indican mediante ngoy dgo, respectivamente; 
nh y dh son el numerador y denominador dc la funcion de transfe¬ 
rencia en el lazo dc rcalimentacion, H(s). El programa produce la 
pie sen lac ion de la funcion de transferencia para el si sterna como un 
todo. 

El comando series sc usa para indicar que los dos bloques en serie 
estan en una trayectoria particular; el comando parallel seriula que 
los bloques estan en paralclo. 


SIMULINK Junto con MATLAB se usa SIMULINK para espccificar sistemas 

mediante la “conexion” de eajas en la pantalla, mejor que como an¬ 
tes se describio, escribiendo una serie de comandos para general’ la 
description del diagrama de bloques. Una vez que se inicia una se- 
sion en MATLAB, SIMULINK se sclecciona con el comando 
» simulink. Esto abre la ventana dc control de SIMULINK con sus 
iconos y menus de persiana (pull-down) en la barra de encabezado, 
Para itiiciar hacer click en file, y cn new del menu de persiana; con 
ello abre una ventana en la que el sis tenia se puede formar. 

Para inieiar el ensamblado de los bloques requeririos, regresar a la 
ventana de control y dar un doble click en el icono linear. Hacer 
click en el icono transfer Fen y licvarlo hacia la ventana untitled. Si 
se requiere un bloque de ganancia, hacer click en cl icono de gain y 
licvarlo hacia la ventana untitled. Hacer lo mismo con cl icono sum 
y quiza con el icono integrator. De esta manera, lleva todos los ico¬ 
nos requeridos hacia la ventana untitled. Hacer entonces doble dick 
en el icono Sources y seleccionar la fuente apropiada entre las dife- 
rentes opciones; por ejemplo, step input, y llevarlo hacia la ventana 
untitled. Ahora hacer doble click en cl icono sinks y llevar el icono 
graph hacia la ventana untitled. Para conectar los iconos (bloques), 
posicionar el apunlador del raton en el sfmbolo de salida de un blo¬ 
que y llevarlo hasta el simbolo de entrada del bloque al que se va a 
conectar. Repetir el proceso hasta que se termine de ensamblar todo 
el diagrama de bloques. 

Para ingresar una funcion dc transferencia en la caja de 
transfer Fen, hacer doble click en la caja. Esto exhibira una caja de 
dialogo en la cual se pueden usar los comandos de MATLAB para el 
numerador y el denominador. Hacer click en el numerador y escribir 
II IJ si se requiere (x +1). Hacer click en el denominador y escribir 
[1 2 3] si se requiere (s 1 + 2i’ + 3). Entonces hacer click en cl boten 
dc done. Hacer doble click en el bloque de gain y escribir el valor dc 
la ganancia. Hacer doble click en el bloque de sum y establecer los 
signos a + o - segun se requiera realimentacinn pnsitiva o negativa. 
Hacer doble click en el bloque graph y establecer los parametros 
para la gratlca. Asi se completa el diagrama de simulacion en panta- 
11a. La figura Ap.2 muestra la forma que podria tomar. 

Para borrar cualquicr bloque o conexion, cs necesario selectio- 
narlos mediante un click y presionar la teclacDELx 
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Figura Ap.2 


El archivo se puede respaldar al seleccionar en cl menu de persla¬ 
ri a File y hacer click en la op cion SAVE AS. En ia caja dc dialogo in- 
serlar cl nombre del archivo y hacer click en Done. 

Haccr click en el menu de Simulation para abrirlo. Seieccionar 
Parameters y fijar los tiempos de inicio y paro para la simulation. 
Del menu Simulation, scleccionar Start SIMULiNK creara una 
ventana grafica y presentara la salida del sistema. 











Respuestas a los problemas 


Capitulo 1 


1. Vea el texto. 

2. a) y b) lazo cerrado con termostatos, c) lazo abierto sin termos¬ 
tato. 

3. Lazo cerrado deberia Lener realimentacion para indicar el trafr- 
co. lazo abierto solo serf a operado y controlado por tiempo sin 
considerar el trafico, 

4. Estas podrian ser, aunque hay otras posibilidades: Variable 
control ada a) luz, b) temp era tura, c) luz. Valor dc referenda 

- a) cstablecer la velocidad/apertura para la veloeidad de la pe- 
Heula, b) establecer la temperatura, c) establecer el minitno ni- 
vel de biz, Flemento de comparacion - a) amplificador dife- 
rencial, b) termostato, c) un reievador. Serial de error - a) y b) y 
c ) la diferencia entre la serial real y los valores requeridos. Ele- 
mento dc control - a) el amplificador, b) el termostato. c) el rc- 
levador, Elemento de coneccion - a) un actuador para cambiar 
los ajustes de velocidad/apertura, b) dispositive que con mute o 
varie la corriente a traves del calefactor, c ) lampara. Proceso - 
a) pelicula en una camara, b) un homo, c ) una situacion parti¬ 
cular. Dispositivo de medicion - a), c) fotocclda, b) tcrmomc- 
tro. 

5. Vea el texto. 

6. a ), b) dos posiciones, b) proporcional, 

7. Comparacion y control - amplificador diferencial, correccion 

- reievador, proceso - calentador en el liquido, realimentacion 
a traves del sistema dc medicion. Error = diferencia entre las 
dos entradas al amplificador diferencia1, es decir, voltajes de 
referenda y medicion. 

8. 0.14 mA rC. 

9. Vea el texto: si la entrada se multiplica por un factor constante, 
entonces la salida se multiplica por el mismo factor; si la entra¬ 
da 1 produce la salida 1 y la entrada 2, la salida 2, entonces la en¬ 
trada 1 mas la 2 produce la salida 1 mas la 2. 

10. b) 2,0 mA por m/s, c) 0.6 m/s por mA, d) 0.3 m A por m/s. 

If -0.2, 4%. 
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12. -0.900; } -6.9 xlO“ 2 %. 

13. Veaeltexto. 

14. Reducido por y v reducido por 0.5A7(1 + 0.5A). 

15. Vea el texto y la comparacion de los sistemas en lazo abierto y 
en lazo cerrado. 


Capitulo 2 



t>) 

Figura A.1 Capitulo 2, problems 6 


1* a) m(d 2 xfdt 2 ) +c(dxf dt) = F, 

b ) m (d 2 x/dt 2 ) + c(dA'/d t ) +(A { -\-k 2 )x = F. 

2. Dos resortes torsionaies en serie con un bloque de momento 
de inercia, T = I(d 2 $/dt 2 ) +k l (0 l -0 2 ) - m(d 2 0/di 2 ) + 

3. v = v R + (1/AC) Jv^ d/\ 

4. {LfR)dv R fdt + {\iRC)^v R dt + v R =v. 

5. (R { C)dv c fdt + [(7?j /R 2 ) + i]v c = v. 

6. Yea la figura A. 1. 

7. Vca la figura A.2. 

8. RA 2 (d h 2 fdt) + h 2 pg = h { 

9. El mismo que el ejemplo del tubo en U, 
p = pi (d■ 2 hidt 2 ) R- RA (d k/d t) + 2 hpg. 

10. RC(dT /d/) + T - T r , el capacitor cargado sc descarga a traves 
de un resistor. 

11. RC(d'J\/dt)=Rq-2T 1 + T 2 + 13 , 

RC(dT 2 /dt) = T l - 2 T 2 + r 3 . 

12. AF=(2kx c )Ax, 

13. &E=.(a +2bT 0 )AT. 

14. AT = (MgL)A6. 



m, = C 1 



Figura A.2 Capitulo 2. problema 7 


+ 

F 
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Capitulo 3 


Capitulo 4 


Capitulo 5 


Capitulo 6 


1. Yea el texto para ejemplos. 

2. dv/dt = 3(V - v). 

3. 4d6* 0 /d/ + 0 Q = 60,. 

4. a)57.9°C,&)71.9°C. 

5. a) i = (V/K)( 1 - e~ RUL ), b) UR, c ) V/R. 

6. a) z =0.6 s, G ss - \,b)r- 0.2 s. G ss = 0.4, 
c) r = 0.33 g, G ss = 0.67. 

7. Yea lafigura 3.12, ti) oscilaciones continuas, b) subamorligua- 
do, c) amortiguamiento critico., d) sobreamortiguado. 

8. a) 4Hz, b) L25,c)/-6) i [(l/3)e^ - (4/3)e'“ 2/ +1]. 

9. a) 5 Hz, b) 1.0, c) 0 O = (-32 + 6/)e " 5 ' + 6. 

10. a) 9.5%, b) 0.020 s. 

11. a) 4 Hz, b) 0.625, c) 1.45 Hz, d) 0.5 s, e) 8.1 %,./) 1.6 s. 

12. a) 0.59, 6)0.87. 

1 ■ a) 6is, b) (6/A’) e , c) 6 is 2 , <7) (6/5 2 )c - Ji , e) 6,/) 6e ”, 
g) 6(50/2;r)/[.r 4- (50/2zr) 2 } 

2. a) 1/(5 + 2), 6) 5/(5+ 2), c) K 0 /[5 + (l/r)l Y) 2 / 5(5 + 2), 
e)10/5(5 + 2X/)(F t) /r)/45 + (l/r)]. 

3. a) 2c 3 ',&) (2/3)c ' /3 , c) (2/3)(l - e 3/ ),J)2(l-e " 3 ). 

4. fl)(6/5)(l-e“ 2f/5 ), /;)4(l-e" //S ). 

5. a) [5 x(l/50)]/s[5 +(1/50)1 

b) (10/a) + [5 x (1/50)]/ 5(5 t- (1/50)) c) 5 /[5 + (1/50)]. 

6. a) 5/(5 + 2), b ) 9/[ 5(5 + 2)] + 5/(_v + 2). 

7. a) 5, 5, b) 5 / 2, 0. 

a) e 2 ‘ + 3e“',6)4-2e“ f -2e~ 2 ',c)c"' -e“ 2 '. 

9. a) .r = 2cos8/, b) x = ^sen 8/, 

1. a) 6 ( 5 ) = 1/(72 -hI/C 5 ), b) G(s) =]/[(]/R) + Cs + (1 /Ls)\ 

c) G(s) = V{pLs 2 + RAs + 2 pg\ 

d) G(s) = (Vk)![(\Jaj\)s 2 \ (TQim n )s 1 1} 

2. a) i, h) 2, c.) 2, d) 2. 

3. Yea el texto. 

4. Sobreamortiguado, raiees reales diferentes. 

5. 50/(Z + 2s + 25), 52.7%. 

6. Yea el texto. 

7. re -3 '. 

8. 0.05 s. _ ^_ 

9 - 6 = [2/Vl - 0 .1 2 ]exp(-0.2 1 )sen L vHoY t\ 

10 . 2e~ 3 ' -2U Al . 

1 • a) 2/s(s +1), b) 20/(5 -1), c) (5 + 2)/(s 3 + 35 - 4). 
a) 4 . 5 /fs 2 (5 + 1)-4 e) 2K(s + IV (r - 2K - 1), 

J)2s/(s 2 -1 \g)Ks/(U + 5-1). 
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Vca la figura A3. 

La transforiiiacion 2 da 0 o (s) =G(.v)[0 i (s) - H(s)0 o (s)] para 
un lazo de realimentacion. Esto se puede arregiar como 
(9 0 (j) = (s) / H(s) - 8 0 (s)], es decir, una trayecto- 

ria directa de G(s)H(s) con una entrada de [i / H(s)]O l (s). 

Vea la Figura A.4. 

0 o {s) - {G, (j)G 2 (s)/n + G, (j)G 2 (s)H{s)\ }0, (J) + {G 2 (j)/ 
[1+G, (s)G 2 (s)H(s)]}9 ix (j) + {1/D+G, (s)G 2 (s)tf<s)]}0 d2 (.v) 
Vea la figura A.S, 0 r (j) = (s) / [t,.s + 1+ 

k 2 k i (i/R f )G m (s)J, donde G m (s) es la funcion de trans- 
ferencia del motor y es (1 / R 3 )& 4 (1 / c) i [(r 2 i’ + l)(r 3 .j +1) + 
k^IRMMc)}. 

0 o {s) i 0^{s)~ k l k 2 k 3 ! 5 (rs + l); con una rampa 0 o (i) = 
k l k 2 k 3 [1 / a 2 ? -1 / a s 1 +1 / s 3 -1 / a 2 (s 4 - a)], donde a =1 / r 
y, asi, 0 o =k l k 2 k 2 [l / a 2 -1 / a + |t 2 - (1 / a 2 )e“^ ]. 

( 0 o (s) - (1 ! R f )k 5 (\ / c)V ! |> 2 (rs + l)l por lo tanto,tu 0 = 
(1 / R f )k 5 (1 / c)V[ 1 - e" ,/r ] = 2(1 - e “°-* ). 




Capitulo 7 1 . a) 0, b) 0, c) I, d) 1, e) 2. 

2 . a) 0, b) 0, c) 0, d) 1. 

3. a) 0.82 unidades, b) 0.69 unidades, al incrementar K se reduce 
el error. 

4. a) 0, b) ab/K. 
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5. i) a)2/7unidades, 6)l/3unidadcs, c) 0, d) 0, e) 0; it) a) oo, b ) co, 
c) Y 2 de uni dad, d) 2 unidades, e) 0; iii) a) ac, b) a:-, c) ac, rf) x, 
e)l/6de unidad. 

6 . -1.5 unidades. 

7. a) 1,6)0. 


Capitliio 8 La) Estable, b) t c ) inestables, 

2. a) Inestable, 6), a) estables. 

3. a) Poios -3, -2, cero 4 6) polos 0, -2, cero 4 c) polos -2, -3 
+ 4, ceros -2, +3, d) polos (-l+jl.4), ( 1 jl.4), sin ceros, 
e) polos 0, +3, -5, ceros (-0.5 + j0.87), (-0.5 - jO.87). 

4. u)l/iis^\)(s^2\b)s/(s-l)(s + 3b 

c) (s + l)/(r 4 4s 4- 5), d) (i- + 1)0 - 2)/ s(s 2 - 6s 413). 

5. Estables d), t?); criticamente estables a), ^): inestables b), c)J ). 

6. d) puede ser estable, b) y c) inestables, a) criticamente estable 
en el mejor de los casos 

7. a) Estable 



d) Estable 

s 4 I 1 24 16 

.s- 3 4 32 

5 2 16 16 

.s' 28 

.*° 16 
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Imaginario 




c) 


Imaginario 


3 


-O.S+jl.9 


1 


3 2 1 0 Rea! 

- -1 

-0.5 -j 1,9 “ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

- -3 


2. Vea la figura A,7. 

3. a) 4 Hz, 0.5, b) 3.7 H z, 0.8, c) 3.2 Hz, 0.32. 

4. Raices = -1 ± vl X, por lo tanto, a) 4s, 0,9s b) 4s, 0.41s. 

5. El original tiene lugares geometricos que cruzan el eje imagi¬ 
nario. La introduccion del cero los mueve alejandolos del eje y 
de esta manera, se garantiza que no habra valor de K que pro- 
duzca inestabilidad. El angulo de las asintotas se cambia de 
jt/ 3 a tt/2, 

6. a) 2.25, b) 20.5. 

7. Vea la figura A.8, a) K - 0.25, b) K = 0.7. 


Capftulo 10 


1. a) 1.25,6)0. 

2. Cero-0.5, polo 0. 

3. 0.1 a la derecha. 

4. K p — 3, AT d = -0.6. 

5. Raices 0, 0, 3 + jl; ceros -L -1 

6. 3,0.0025 s -1 , 100 s. 

7. 3,0.01 s -1 ,25 s. 

8. Vea el texto. 

9. Vea el texto, 

10. 27. 

11. a) La interseccidn se mueve de -0.5 a -1; se mejora la estabili- 
dad, b) La interseccion se mueve de -0.5 a 0; se reduce la esta- 
bilidad. 

12 . Vea la figura A.9. 
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imaginario Imaginary tmaginario 


_* _i 

_ft_ 1 _!_. 


/- 4 ' 1 

L _^^ 5 

-3.0 , 

hr 

1 / J, j. 


-5 

-4 -3 -2 -1 

0 ^ -5 ' 

'1 

-4 -'3 _2 -1 

0 Real -5 

-1—K-0 K- 

1 1 -3 -2 -1 

0 Real 


a) 




c) 


Flgura A.9 Capitulo 10, problems 12 13 V ea el textoy las figuras 10.24-9. 


Capftulo 11 


^ a)5/V<u 2 + 4, ej/2; ft)l/a>; 

c^l/VW - 3a> 4 +3co 2 +1, tu(3 - 2w 2 ) / (1 - 3a> 2 ). 

2. 0 O =0.56sen (5i -38°). 

3. 6 0 =1.18 sen (2t +25°). 

4. Para la magnitu d multiplicar las resp uestas al problema 1 a) y 
6), es deck, 10/^(tu 2 +4)(tu 4 + ai 2 ). Para la fase adicionar las 

respuestas la) y b), es deck, (call) + (l /oj). 

5. ____ 


(!) 

0 

1 

2 


a) G(ja))| 

OTi 

0.44 

0,12 

0 

<P 

90° 

450 D 

26.6° 

0 ° 


I 

0.32 

0.16 

0 

<p 

0 ° 

-71.fi° 

-80.5° 

-90 y 


6. Vea la figura A. 10. 

7. a) 100/(5 + l)(0.l5 + 1), b) 10/5(0.15 +1), 
c)10j/(s + 1)(s +0.001), d) 100/(.r + 5 + 1). 

8. VealafiguraA.il, 

9. a) Siempre inestable, b) K +1< (tj + x 2 +t 3 )(l/rj +1 ir 2 
+1 /r 3 ), c) K>0. 

10. a) 0.83, b) 0.66. 

If 51f 
12. 17 dB, 77°. 


Capftulo 12 


1. Por ejemplo, a) medidor de flujo como uria placa de orificio, 
h) tacngerierador, c) potenciometro. 

2. Los potenciometros sirven como detectores de errores. 

3. Por ejemplo, LVDT, tren de engranes y tomdlo. 

4. 0.32,1.8. 

5. Cerebro como comparador, realimentacion de posicidn me- 
diante vision, tacogenerador para la realimentacion de veloci- 
dad, motor de cd para el elemento de correccion. 
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Capitulo 13 



Figura A.11 Capitulo 11, problema 6 


1. a) Inicio scguido del cnccndido dc una bomba, cuando el tan- 
que esta lleno, el calentador se enciende; b) inicio seguido del 
cnccndido dc la bomba 1 y la bomba 2, cuando ambos tanques 
estan llenos, los calentadores se encienden. 

2. a) Encender 1, entonces encender la bomba 1; encender 2, en- 
tonces encender la bomba 2, b) encender 1, bombas 1 y 2 enccn- 
didas, c) cnccndcr 1 y encender 2, cnccndcr bomba 1. 

3. Encender la entrada 1 despues de 10 s. la salida A se enciende; 
la entrada 2 se enciende despues de 20 s, la salida B se encien¬ 
de; la entrada 3 se enciende despucs dc30s y la salida B se apa- 
§a ’ 

4. La valvula 2 se activa mediante a- la valvula 3 mediante b- ? la 
valvula 5 mediante a+ y la valvula 7 mediante b+. 

5. Grupo II ai cilindru A controla la valvula directa, el cilindro B 
controla la valvula via la valvula a- Seleeeione gmpo T activa- 
da mediante b-. 

6 . a) Entrada 1 negada, entrada 2 negada, b) entrada 1 negada, en¬ 
trada 2 negada, c) entrada 1 negada o entrada 2 negada. 

7. a) Como en la figura 13.21, Z?) como cn la figura 13.26, c) vea 
la figura A. 12 a), d), vea la figura A. 1 2b), e) como en la figura 
13.16 a),f) como en la figura 1 3.33c). 

8 . Vea la figura A.13. 




Inicio Reinicio 1 


Cuenta 1 Salida A 


Inicio Reinicio 2 


Entrada Cuenta 1 


Cuenta de 5 


L Cuenta 2 


Figura A.12 Capitulo 13, 
problema 7 


b) 



Cuenta de 0 


Figura A.13 

Capitulo 13, 
problema 8 



Capitulo 14 1 . a) La computadora en el lazo de realimentacion (figura 14.1), 

h) un lazo de realimentacion provee un pun to dc ajustc para 
otro lazo (figura 14.2). c) la realimentacion es dc una can Li dad 
a part ir de la eual el control ado r in fie re cl valor de la van able 
control aria, d) a riant a en forma automatic a la estrategia de com 
troi para hacei irente a una situation (figura 14.4). 
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Capitulo 15 



Figura A.14 Capitulo 15, problems 5 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5 . 

6 . 

7. 

8 . 


9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 


0.5, 0.25, 0.125 

0.5, 0.75, 0.875, 0.9325,... 

36(7) + 3d(t -1) t 3d(t - 2) 

<2)3, 2, 1,6)2, 1,0,-1 
Vea la figura A.14 
Vea el texto. 

a) 1, b) 2z/z 2 (z - 1), c) z/z 2 (z -1), d) Tz/(z -1) 2 

a) f(\T) - 1, f(2T) = -1, f(3T) = +1, f(AT) = -1, 

b) f(lT)=2, f(2T) = -1, f(3T) = -4, f(4T) = 2,. 

c) f( 0) -2, f(\T) - -8, f(3T) = 27, f(4T) = -92, 
a) 2 k -1, 6)I{1-(-2)*U)I-2* +(!)* 

2 / (z - 3); 0 , 2,8, 26,... 

l/(z 2 -5z+6) 

1/(0.06 +0.12z _l + 0.06z~ 2 ) 

a) z/(z -e~ r ), h) 1 - {05z/(z -e _0 5r )}, 

c) (1 -e~ r )z/(z -l)(z -s~ T ) 


1,-0.1,-0.9,-0.08,-0.07, ...,=c 
0, 0.34, 0.85,1,12, 1.15,..., 1 
0,0.37, 1.0, 1.4, 1.4,1.1, .... 1 
14z - 4/(z 2 +13. lz - 4) 


Como se dio en el problema. 

0 . 8 , 0.6 

Estables a), c ), d)\ criticamente estable h ) 
^<1 
0.2 s 

a) Inestable, h ) estable, 

Estable. 


|G(j«0| = 


tan (j> = - 


_ 0A_ _ 

[(cosojE- 0.4) 2 +sen 2 o>r] 1/2 
sen (t) T 


cos (O T -0.4 
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central. BlaiErnBS de tlemno dlEcralo y cufilral Pasmto ei yiopi Lx^ba-Jui n=,. 

11 El n-apftulD de la Transf orm-ada t he nrc&triblu LwLalnwi Is 

11 L'-nnrlmrw muchas Esludta&de deeds. 

11 Lb secndn anercn de control olgi tel he nuE adisHuaUn, 

n Se iTH?|ord el Indlce. 

Abends lac tenues BtaEDfnae de e^dti^l y mrcfalas du sit-Loinas: reftpueeta? de 
nkiEcmn.-.: IrnnsInrmadiK dfr LaplacOi mcitaloe de sifllemM dinamic-Dc; rnndclei 
dc diagramaB de bloqyp; arr ar an azfadn a-cteblti. pelOS-. cere? v estPfrilidarT 
wntrglgdarc=: racpuccla do IteciMfMfcB: eqyippn bnoicM da iifitfl-mat de 
c^fllrtL: Gonlrel de process disprove; conlnal batado en mlcroproceeMfcM m- 
I rnnef^mndo .z. 

El autor; 

EjVJ ffg/tgrr primcro- fuc crthCUltOt OH la Unidad de NaludiDE ^uj»riordC y 
lucgg jcTe do InvMtlgaeion. deearrollo v fcuiMi-vPEl&n del Uonseio de 
Education Ttcoologwa y de Negros on Inglatwra, be auioi *» variot 
librn-c dc Idxto do Ingonlon'a qyo jnelyyen: Uerafrdriiea, SJstonos ft 
Gflfltrof Cfr ingrrtr&ria Mac$ntC3 JH Ei&CtrtCP, 2 j. cU^ndri 

(tradueide al oepanol pop Alf^trrogipJ, Lapfaro and y ^OCJFier 

ffcrJc^ cnlrn gtr«. 


A AHuumt^ii (ri upo Editoi 
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